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Prefacio

La literatura econométrica llama hechos estilizados a un conjunto de caracteristicas compartidas
por muchas series de tiempo financieras. Una de estas serie es la de log-returns (log-rendimientos),
dada su importancia en los mercados financieros. Desde inicios de los sesentas, se ha incrementado
el conocimiento de las causas y consecuencias de los hechos estilizados. El vertiginoso crecimiento en
la capacidad de almacenamiento y manejo de la informacién hace posible tengamos trabajos como

los de Cont [8], donde hallamos un compendio enciclopédico de los hechos estilizados méas comunes.

Quizas el hecho estilizado que ha despertado mayor interés en diversos grupos de investigacion,
son los cumulos de variabilidad, volatility clustering. Este fend6meno es asociado a la volatilidad de un
activo financiero, es decir, la desviacion estdndar del cambio en el valor de un instrumento financiero
con un horizonte temporal especifico, junto con los cimulos que se originan después de un fuerte e
inesperado cambio en el nivel de dicho activo. Comentarios como los de Shepard [35], destacan la
importancia de describir el cambio en el tiempo del valor de un activo financiero. El manejo de riesgo,
por ejemplo, requiere un estimado de la volatilidad del precio de un activo para poder fijar su valor

futuro.

La modelacion de la volatilidad, ha tenido un desarrollo importante en los iltimo 25 anos. A partir
del articulo seminal de Engle [12]|, donde se proponen a los modelos ARCH para describir la varianza
no constante de una serie temporal, han surgido modelos capaces de describir apropiadamente este
fenomeno Mas recientemente, los denominados modelos de volatilidad estocdstica intentan contribuir

a una mejor descripcién de este fendémeno.

A pesar de las criticas recibidas a partir de su presentacion por Bollerslev [5], los modelos GARCH
representan la més 1til y popular herramienta para describir la evolucién en el tiempo del precio de
un activo en los mercados fianancieros. Particular atencion es puesta por Mikosch y Starica [28] en
la incapacidad de estos modelos, especificamente el GARCH(1,1), para capturar apropiadamente la

dependencia en las colas de las series de rendimientos. Una primera lectura a estas lineas no parecen

v
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conectar los ctmulos de variabilidad con la dependencia en las colas de una serie temporal. Sin

embargo, la teoria de valores extremos aclara esta duda.

Muchos son los textos que estudian la teoria clésica de valores extremos, es decir, la distribucion
asintética del méximo de una sucesioén de variables aleatorias bajo el supuesto de independencia. En
Leadbetter et al. [23] encontramos un estudio fundamental en la extension de esta teoria al caso de
procesos con dependencia débil. El parametro clave en la extensién de esta teoria es el denominado
indice extremo, inicialmente presentado por Loynes [24]. La caracterizacion dada por Leadbetter [22]
de este nimero, nos permite ligar dependencia en las colas de procesos estacionarios con ciimulos

alrededor de un punto de la serie.

Esta tesis estd organizada en cuatro capitulos. En el Capitulo 1, damos una breve revisiéon a
los hechos estilizados encontrados en la literatura econométrica. También, incluimos un ejemplo que
enfatiza la necesidad de la volatilidad en el manejo de riesgo. El Capitulo 2, contiene los principales
modelos heteroscedésticos utilizados en econometria para describir los hechos estilizados. Presta-
mos especial atencion a las representaciones de los modelos ARCH y GARCH. Ademés, incluimos
los resultados méas importantes del articulo de Straumann y Mikosch [37], en el cual se establecen
estacionariedad, invertibilidad y estimabilidad de los modelos GARCH(1,1) utilizando la teoria de

ecuaciones en recurrencias estocdsticas.

En el Capitulo 3, incluimos los principales resultados relacionados con la teoria de valores extre-
mos. La primera parte de este capitulo se basa en el trabajo de Leadbetter; se presentan condiciones
necesarias y suficientes para la existencia del indice extremo de un proceso estrictamente estaciona-
rio. En el resto de este tercer capitulo, se presentan los resultados que permiten establecer nuevas
familias de estimadores del indice extremo; los estimadores clasicos se basan en la construccion de
un proceso puntual de excedencias conglomeradas. Parte importante en esta tesis es el método por
niveles moderadamente altos, Olmo [32], los principales detalles de este trabajo se incluyen en este

tercer capitulo.

Finalmente, el Capitulo 4 presenta los estudios de simulacién realizados sobre varias series de log-
returns. Establecemos parametros apropiados para la convergencia del indice extremo. Presentamos
estimadores de la funcién de densidad del estimador del indice extremo basado en el método de
Olmo. El resultado méas importante de la tesis es dado en este capitulo, los modelos GARCH(1,1)

subestiman la dependencia en la colas de los rendimientos diarios de un activo financiero.

Una aplicacion de la teoria de valores extremos al anéalisis de series de tiempo, ésta es una buena
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manera de resumir nuestro trabajo. Ajustando un GARCH(1,1) a una serie financiera real, y mediante
la simulacién de datos bajo este modelo, realizamos una procedimiento de inferencia estadistica en
un proceso estocastico con dependencia. Apartarse de los supuestos clasicos del modelo GARCH,
incrementa el costo computacional de calcular el ajuste del modelo, asi como también el de calcular
el estimador del indice extremo. Nuestras rutinas computacionales pueden extenderse para realizar

el mismo estudio de inferencia estadistica en procesos mas complejos.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estudios Empiricos

En la literatura econométrica se reportan algunas caracteristicas comunes a miltiples series de
tiempo. Para ejemplificar estas caracteristica consideraremos la serie de tasas de cambio entre el yen
japonés y el dolar estadounidense (JPY-USD). La Figura 1.1 exhibe el comportamiento de dicha
serie. A priori utilizaremos técnicas tipicas del anélisis de series de tiempo. El evidente comporta-
miento erratico de esta serie nos hace cuestionar incluso del supuesto basico de media constante.
En este caso, la media muestral de esta serie es 156.44. Es usual utilizar transformaciones o filtros
para estabilizar las series de tiempo a estudiar. A continuacién describiremos una transformacién
ampliamente utilizada en el &mbito financiero.

Sea X, el valor de la serie en el punto ¢. Tipicamente el rendimiento del precio de un activo del

X, ( X )
Xt—l Xt—l

Si asumimos que el precio del activo no varia mucho del tiempo ¢ — 1 al ¢, X;/X; 1 ~ 1. Del calculo

tiempo t — 1 al £ se calcula como

se sabe que In(1 — z) &~ —z, cuando z — 0. Entonces

m( X, > X=X
X Xio

Esta es la denominada transformacion de rendimientos o returns. La Figura 1.2 muestra los ren-
dimientos de la serie JPY-USD. De aqui en adelante en nuestro trabajo utilizaremos la serie de

rendimientos y los denotaremos como R;.
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Figura 1.1: Tasas de cambio diarias entre yen japonés y délar estadounidense. Ventana de observacién: 1 de Febrero
de 1971 a 1 de Mayo de 2006. Numero de observaciones: 7344. Nétese que al inicio de la serie se observan precios

(valores) altos, posteriormente valores bajos. La linea recta representa la media muestral del proceso.

I I
Feb 1971 May 2006

Figura 1.2: Esta es la figura clasica de estudio en el anélisis de series de tiempo financieras. La transformacién

utilizada se denomina en algunas ocasiones como log-returns.

Comparar los cuantiles tedricos de una normal estandar con los cuantiles muestrales de los log-
returns puede darnos una primera idea de qué clase de funcién de probabilidad describe apropiada-
mente el comportamiento de estos tltimos. La Figura 1.3 muestra este comparativo. Muchos estudios
reportan esta grafica y al igual que aqui, se manifiesta la necesidad de una distribuciéon de colas mas
pesadas que la distribucién normal. Véase Cont [8]. Esta caracteristica se denomina COLAS PESADAS

en la densidad de los rendimientos.

La funcién de autocorrelaciéon muestral nos permite dar un primer vistazo a la estructura de de-
pendencia en una serie de tiempo. La Figura 1.4 muestra tal grafico para los rendimientos (izquierda)

y para los rendimientos al cuadrado (derecha). El grafico de la izquierda nos sugiere que los rezagos

2



1.2 Importancia de la variabilidad en finanzas 3

9 y 10 tiene correlaciones significativamente (bandas del 95 %) distintas de cero. Sin embargo, el
grafico de la derecha nos dice que los rendimientos al cuadrado tienen todos sus rezagos (hasta 20)
significativamente distintos de cero. Estos dos graficos nos sugieren la existencia de una estructura
de dependencia fuerte, en el sentido de que la serie original es dependiente de sus rezagos grandes.

Esto suele reportarse como la existencia de DEPENDENCIA A LARGO PLAZO en los rendimientos.

Normal Q—Q Plot

0.00
|

Sample Quantiles
% 0

-0.05

T T T T T
—4 —2 o 2 4

Theoretical Quantiles

Figura 1.3: Los extremos de este grafico sugieren que la distribucién marginal de los log-returns posee cola més

pesada que la normal.

Caracteristicas tales como las colas pesadas, la dependencia a largo plazo y la varianza no cons-
tante, son llamadas en la literatura como HECHOS ESTILIZADOS. El efecto apalancamiento, corre-
lacién negativa entre un activo y su rendimiento, la intermitencia, la irregularidad en los periodos
de variabilidad , y los conglomerados en la varianza son también conocidos como hechos estilizados.
Aparentemente los rendimientos de un activo generan muchos retos para las herramientas clésicas en
el analisis de series de tiempo. Dentro de los hechos estilizados comentados en la literatura, estamos
interesados en la volatilidad o varianza conglomerada. A continuacién damos una justificacion de la

importancia de este fenémeno en los estudios financieros.

1.2. Importancia de la variabilidad en finanzas

En esta seccion seguiremos las ideas presentadas por Shepard [35] para proveer una correcta

justificacion de la importancia de estudiar la variabilidad en una serie de tiempo financiera. Re-



Introduccién

o.8

0.6

0.4

0.2

20

o.8

0.6

0.4

0.2

Figura 1.4: Comportamiento de las funciones de autocorrelacion de las series de rendimientos y de rendimientos al
cuadrado. De acuerdo a esta grafica, existe una dependencia a largo plazo en ambas series. Las lineas horizontales

corresponden a las bandas de confianza al 95 %.

comendamos ampliamente la lectura de este articulo dada la clara exposicién de la problemética
alrededor de los hechos estilizados, ademas de las muchas referencias encontradas ahi.

Supongamos que los cambios en los precios ocurren como resultado de un ntiimero aleatorio n; de
movimientos en los activos a lo largo de un dia de actividades. Por tanto R; = Z?;l Ty, donde x;
estan idéntica e independientemente distribuidas (i.i.d.) y n; es algin proceso de Poisson. Supon-
gamos que n,; es independiente del tiempo, esta caracteristica la heredard R;. Se puede complicar
el problema asumiendo que n; sea dependiente del tiempo, lo cual podra producir aglomeracién en
varianza en distintos puntos de la serie de rendimientos.

Para ejemplificar consideremos el valor de algiin activo de seguros S. Supongamos que S sigue
una difusién geométrica dS = uSdt+oSdz, asi que dIn S = (u — %2> dt+ o dz. Es posible definir un
activo C, como funcién del precio considerado S. Los economistas llaman a tales activos contingentes
o derivados. El ejemplo clasico de un activo derivado es una opcidn, aqui se permite al dueno de
la opcién tener derecho, pero no obligacion, de comprar el activo correspondiente a un precio en el
futuro. Consideremos la opcién europea; el dueno compra la opcion al tiempo T y tiene el derecho de
comprar el activo a precio fijo K en la fecha de expiraciéon T+ v. Un posible K sucede cuando éste
iguala a S(T), el precio de hoy. La dependencia de S sobre el tiempo se muestra a continuacion.

El valor de la opcion europea en la fecha de expiracion es
C(T +v) = max{S(T +v) — K,0}.
Mientras esta ecuaciéon determina el valor de la opcién al instante 17" + v, la opcién serd comprada

4



1.2 Importancia de la variabilidad en finanzas 5

al tiempo 7', debemos determinar el valor de compra. Una solucién muy sencilla es calcular el valor

esperado de la opcioén,
exp(—rv) Es(rrv)s(n[e(T +v)],

donde r es una tasa de interés sin riesgo. Sin embargo, esto pasa por alto el hecho que los posibles
compradores esperan rendimientos mas altos en activos de riesgo alto que en activos sin riesgo.
Por tanto, el mercado tipicamente no valora activos por medio de su valor esperado. Esto sugiere
la introducciéon de una funciéon de utilidad que permita mayor flexibilidad en la determinacion del
precio del activo.

La complejidad agregada a una funcién de utilidad puede ser evitada usando algunas propiedades
de difusién y suponiendo que las transacciones son continuas y libres de costo. Para esto construimos
un portafolio 7 constituido por 6 de las propiedades compartidas y por compartir un activo derivado

C. Entonces el valor del portafolio se vuelve
dm = 6dS — dC
1
=0 (uSdt + 0Sdz) — (CypS + Cy + 50850252) dt — CyoSdz
1

= (0 — Cy)(uSdt — 0Sdz) — (Cy + 3 C.s02S?) dt,
usando el Lema de It6, donde C; = 0C/0t y Cs = 0C/DS. Seleccionando § = C; en cada periodo
de tiempo el inversionista asegura que dm sea libre de riesgo instantdneamente, eliminando toda
dependencia de dz. Este es el resultado debido a Black y Scholes, en el que se hace a dm una funcién
deterministica del tiempo.

Como este portafolio es libre de riesgo, su rendimiento debe ser la tasa de interés libre de riesgo
r, de otro modo los compradores tendran oportunidad de arbitraje y de beneficios instantaneos sin
riesgo. La tasa de interés sin riesgo puede ser tomada como el rendimiento en una ventana muy corta
de tiempo. Asi, el portafolio sin riesgo esta dado por
dr = rrdt =r(CsS — C)dt

1
= _(Ot + 50550-252)dt7
implicando que el activo derivado sigue la ecuacion diferencial estocastica
1
Cy + 50530252 + rCsS = rC, con condicion final C' = max{S — K, 0}.

Notese que esta ecuacién no depende de 1 o de las preferencias al riesgo de los compradores.
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Definamos una nueva difusién con media rS* y varianza o2 S*?, a saber, dS* = rS*dt + o S* dz.

Este es el proceso de riesgo neutral. Usando la log-normalidad de la difusiéon tenemos
In S*(T +v) | nS(T) ~ N(In(S(T) + (r — 0?/2)v,0%v).

De donde se sigue el resultado de Black-Scholes sobre la valuacién de la opcion v periodos adelante

del instante de compra de la opcién, a saber:
by, (0) = exp(—rv) Elmax{S*(T +v) — K,0} | S(T)],
la cual es
b, (0%) = S(T)®(d) — Kexp(—rv)®(d — ov/v), (1.1)

donde
In(S(T)/K) + (r + 02/2)1;'

T\v

Notemos que v y K son dados por normas institucionales, S(7") y r son observados, dejando s6lo

d =

(1.2)

a 02 como desconocida. En realidad, los precios de opciones estan valuando variabilidad. Esta es una
de las principales razones por la cual la variabilidad sera el objeto central de estudio en los analisis
financieros y no el efecto del promedio de las observaciones como en el andlisis clasico de series de
tiempo.

Empiricamente, hay dos formas de usar (1.1). La primera es estimar o2 y luego calcular el precio
de la opcion. La segunda consiste en observar precios de las opciones para calcular el valor de o2.
Este ultimo método es llamado variabilidad estimada implicada.

La principal dificultad con estos anélisis es el supuesto inicial del proceso, que los rendimien-
tos siguen una difusién geométrica. Dejando de lado la imperfeccion inherente a cualquier modelo
matematico, debe quedar clara la utilidad de contar con algiin modelo capaz de describir apropiada-
mente tanto los hechos estilizados como la variabilidad observada empiricamente en distintas series
financieras.

Para finalizar esta parte introductoria debemos puntualizar cudl es el principal objetivo de nues-
tro trabajo. Comencemos diciendo que tipicamente los estudiosos en finanzas intentan explicar o
racionalizar un movimiento especifico del mercado a partir de eventos o anuncios politicos o eco-
némicos, esto se conoce como el enfoque tipo evento y consideramos que es una manera sensata de
describir una serie de tiempo financiera desde el punto de vista cualitativo. No resulta dificil imagi-

nar que diferentes activos, influenciados por diferentes eventos, exhibiran diferentes propiedades. Sin
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embargo, como vimos a lo largo de la primera secciéon de este capitulo existen propiedades similares
desde el punto de vista estadistico: las variaciones aleatorias similares en los valores de los activos si
comparten ciertas propiedades estadisticas.

Debido a que los hechos estilizados representan un comun denominador entre las propiedades
exhibidas por muchas series de activos, vale la pena contar con modelos capaces de describirlos.
Haciendo esto, ganamos en generalidad, pero perdemos en precision de las declaraciones que podemos
hacer acerca de los activos. Asi los hechos estilizados son formulados en términos de propiedades
cualitativas de los activos y pueden no ser lo suficientemente precisos para distinguir entre diferentes
modelos paramétricos. Estas propiedades son tan restringidas que atin no es facil obtener un proceso
estocéstico ad hoc que posea el mismo conjunto de propiedades que los activos reales y uno tiene que
estar dispuesto a reproducirlos con un modelo.

De acuerdo al enfoque tipo evento, un anuncio politico o econémico puede impactar de tal manera
a un activo financiero, que su precio dependera de este anuncio mucho tiempo después de la realizacion
de tal anuncio. Estas lineas pueden traducirse a un grafico, observando la Figura 1.2 es evidente la
existencia de ciertos cimulos de puntos a lo largo de la serie. La presencia de dichos ctimulos es
variable dentro de la serie. Llamaremos a este fenomeno CONGLOMERACION EN VARIANZA. Este
serd nuestro principal tema de estudio, especificamente, bajo ciertos supuestos, proveeremos de un
estimador asintético del tamafno esperado de los ciimulos. Como un segundo problema a tratar en
este trabajo, estudiamos la conveniencia de estimar los cimulos de una serie a partir de estimar
los ctimulos del modelo estadistico que mejor describe los hechos estilizados y la conglomeracion en
varianza: los modelos GARCH. Antes de abordar esos problemas, describiremos a grosso modo el

camino que ha seguido la modelacién de la variabilidad de una serie de tiempo financiera.
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Capitulo 2

Modelos Heteroscedasticos

2.1. Modelacion

De acuerdo a Cox [10], una division conceptualmente 1til de los modelos heteroscedéasticos esté
dada por los modelos guiados por observacion y los modelos guiados por pardmetros. Concentrémonos

en modelos paramétricos con la siguiente estructura
Yt ‘ Wt ~ N(0,0’?)

Modelos Guiados por Observacion. Un modelo tal, hace que W, sea una funciéon de valores
rezagados de y;. De acuerdo a Shepard [35], modelos construidos bajo este enfoque son exitosos

por las siguientes tres razones

Primera Desde el punto de vista estadistico, combinando las densidades dadas en esta forma,
permite construir la funcién de verosimilitud via una descomposicion de prediccion. Esto

hace tanto la estimacion como las pruebas de hipotesis directas, al menos en principio.

Segunda Desde el punto de vista econémico, la teoria financiera frecuentemente se especifica usando

momentos un paso adelante.

Tercera Desde el punto de vista practico, toda la teoria desarrollada para los modelos autorregresi-
vos y de medias moviles son aplicables. Sin embargo, tengamos en mente que éstos fueron
propuestos para describir la media condicional de un proceso, aqui estamos hablando de

la varianza condicional, por tal razén algunos autores proponen nuevos enfoques.

Modelos Guiados por Parametro. Estos modelos también son conocidos como modelos en el

espacio de estados, y son tales que permiten que W; sea una funcién de algin componente
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no observado o latente. Estos modelos son méas dificiles de manejar estadisticamente que los

anédlogos guiados por observacién, sin embargo existen razones para trabajar con ellos:

1. Sus propiedades son faciles de encontrar, entender, manipular y generalizar al caso multi-

variado.

2. También, éstos tienen representacién mas simple en tiempo continuo, lo cual es importante

dado que mucho de la teoria moderna en finanzas emplea difusiones.

Dentro de los modelos guiados por observacién, encontramos a los modelos ARCH. Desde su
presentacion hasta la fecha, han sido objeto de estudios teéricos y empiricos. Enseguida damos
la representacion de estos modelos. También presentamos su generalizacién natural, los llamados
modelos GARCH. Comentaremos brevemente los problemas alrededor de estos dos modelos basicos,
los cuales generaron miltiples extensiones, algunas de éstas son descritas a continuaciéon. Se ha
incluido este apartado, porque es conveniente conocer una familia de modelos ampliamente usada
por la comunidad econométrica debido a su eficiencia para describir apropiadamente los hechos
estilizados. Por otro lado, hacemos énfasis en que no son, por mucho, los tinicos modelos creados
para este fin y debe ser claro que encontrar un modelo general para describir a detalle todos los
hechos estilizados es tarea dificil y en proceso. Los siguientes pertenecen a los modelos guiados por

observacion.

2.2. ARCH

La representacion original de los modelos ARCH fue dada por Engle [12|. Supongamos que Y; esté

dado por
}/;:,th—‘—Xt, t:1,...,n, (21)

donde p; € R. Sea Fy 1 = o(Yi1, 41, Y2, ft_2,--.), la o-algebra generada por la informacion

disponible al momento ¢ — 1, y supongamos que
X, | Fiy ~ N0, 2) (2.2)

donde

hf:ao—i—ale_l—i—---—I—aqu_q,

(2.3)

10



2.3 GARCH 11

con

ag > 0, (24)

a; >0,1=1,...,q,

para asegurar que la varianza condicional sea no negativa. La ecuacion (2.3) define un proceso
ARCH(q).

En el modelo de regresion clasico, un impacto es representado por una desviacion de Y; respecto
de la media condicional, en este caso de y;, 0 equivalentemente, un valor grande en valor absoluto de
X;. En (2.1), la varianza del error actual X;, condicionado sobre los valores realizados de los errores
rezagados X; ;, ¢ = 1,...,q es una funcién creciente de la magnitud de los errores rezagados sin
importar el signo. Por tanto, errores grandes de signo positivo o negativo tienden a estar seguidos
por un error grande de signo positivo o negativo. Analogamente para los errores pequenos. El orden de
los rezagos ¢ determina la longitud del tiempo por el cual un impacto persiste en el condicionamiento
de la varianza de errores subsecuentes. Mientras mas grande sea ¢, méas largo seran los episodios de
volatilidad.

Este modelo incorpora el pasado de las variables en cuestion para predecir el futuro de las mismas.
Obviamente esto representa nuestra habilidad de predecir valores futuros como funcién del tiempo.
Esta es quizas la mayor fortaleza, al menos al nivel interpretativo, de este modelo. Concretando: El
modelo ARMA expresa la media condicional como funcién de la informacién disponible, el modelo
ARCH hace lo mismo para la varianza condicional, y por lo tanto cambia la varianza en la prediccion
sobre el tiempo. Nuestro uso del término ‘ARCH’ no soélo se refiere al introducido por el modelo de
Engle. Entenderemos por ‘ARCH’, el fenémeno de heteroscedasticidad condicional en general y todos

los modelos que capturan tal fenémeno.

2.3. GARCH

Mientras mas grande es el orden de los rezagos, mas parametros incorporamos al modelo dado
por (2.3). Trabajos empiricos sugieren que rezagos de orden grande son requeridos en la funciéon de
varianza condicional. Por tanto, resulta conveniente contar con algiin modelo capaz de representar la
variabilidad de una serie financiera similarmente a como lo hace el modelo ARCH, pero que reduzca

el espacio paramétrico usado en la especificacion de la funciéon de varianza condicional. La familia

11



12 Modelos Heteroscedéasticos

de modelos ARCH generalizados o GARCH, dados por Bollerslev [5] surgieron como una respuesta a
este problema.

Mantengamos en mente la ecuacion (2.1) y consideremos ahora

Xy | Fioa~ N(O7Ut2)> (25)
donde
p q
ol =+ Y X2+ > Biot, (2.6)
i=1 i=1
con g >0, o, >0, i =1,....p, B; >0, ¢« =1,...,q. Aqui se captura la parte autorregresiva

de los errores en el modelo de regresiéon mas los rezagos de la funcién de varianza condicional. Las
ecuaciones (2.5) y (2.6) definen un modelo GARCH(p,q).

La generalizacion de ARCH a GARCH es similar a la generalizacion de un proceso AR a un ARMA.
La idea fundamental es que un GARCH puede representar parsimoniosamente un proceso ARCH de
orden alto, como se muestra en el Teorema 2.1. Dada la importancia del operador de rezagos en series

de tiempo, incluimos la siguiente definicién.

Definicion 2.1 (Operador de Rezagos). El operador de rezagos B, esta dado por

B(yi) = yi-1- (2.7)
En general,
Bp(yt) =UYt—p, P € ZJ (28)

donde B°(y;) = y;.

Un polinomio en el operador de rezagos tiene la forma

9B)=6B+...+0,B", (2.9)
donde 0y, - - - , 0, son parametros o constantes. Las raices de tal polinomio estdn definidas como los ¢
valores de B que satisfacen

0(B) = 0.

Se dice que una raiz yace fuera del circulo unitario si su médulo es mayor que uno.

Teorema 2.1. Un proceso GARCH (p,q), es un proceso ARCH(00) con una estructura racional sobre

los coeficientes de los rezagos, siempre que las raices de 1 — 3(B) yazcan fuera del circulo unitario.

12



2.4 Extensiones 13

Demostracion. Escribamos (2.6) como
ol = ap+a(B) X} + B(B) o7, (2.10)

donde «(B), B(B) son polinomios en el operador de rezagos de orden p y ¢, respectivamente. Si las

raices de 1 — 3(B) yacen fuera del circulo unitario, entonces atin podemos escribir

2 o a(B) 2
o; = + X 2.11
CTTsm e 210
y entonces
P -1 00
o? = aq (1 -y ﬁk> +Y 0 X7 (2.12)
k=1 k=1
donde 0y, es el correspondiente coeficiente en la expansion de a(B)/(1 — B(B)). n

2.4. Extensiones

Para Engle en su exposicion original de los modelos ARCH, result6 natural suponer que la varianza
condicional debia ser una combinacion lineal de los errores al cuadrado y que la distribucién condi-
cional de éstos debia ser normal. Muchos estudios empiricos efectuados hasta ahora dan evidencia de
que estos supuestos no son apropiados en la mayoria de los casos. A continuacion discutiremos algu-
nos de las representaciones alternativas para la varianza y distribuciéon condicionales de los procesos

considerados en este trabajo. Dichas representaciones han probado ser ttiles en la practica.

2.4.1. In ARCH y N-ARCH

Al estimar un modelo ARCH, frecuentemente se encontraban coeficientes estimados «;’s negativos.
Para evitar este problema Geweke [13], Pantula [33] y Milhoj [27] sugieren el modelo In ARCH, cuya

representacion estd dada por
In(o}) = ag + ay (X7 )+ +aq ln(th_q). (2.13)

Asi, tomando exponencial a ambos lados de (2.13), 02 sea no negativa, y por tanto, las restricciones
sobre las o;’s para asegurar que la varianza condicional sea no negativa positiva ya no son requeridas.

Para determinar si el modelo lineal (2.3) o el logaritmico (2.13) proporcionan un mejor ajuste
sobre los datos disponibles, Higgins y Bera 18] propusieron un modelo ARCH no lineal (NARCH). La
representacion de este modelo estd dada por

02 = [0 (@) + b1 (X2)° + -+ &y (X2)°] ", (2.14)

13



14 Modelos Heteroscedéasticos

donde, w? >0, ¢; > 0,6 > 0y los ¢;’s son tales que Y ¢ ¢; =1
Escribamos lo anterior como

o —1 w® —1 X -1

B P

. (2.15)

._|_¢q

para hacer evidente que el modelo N-ARCH consiste en aplicar una transformaciéon potencia de Box-
Cox a ambos lados del modelo ARCH original. Es claro que 6 = 1 en (2.15) es equivalente a (2.3),
por otro lado, cuando § — 0, (2.15) aproxima el modelo In ARCH. Higgins y Bera estimaron (2.14)
en series de tasas de cambio semanal y encontraron que 0 fue significativamente menor que uno y
mucho mas cercano a cero, indicando que aquellos datos favorecian un modelo In ARCH sobre el

ARCH lineal. Las posibles extensiones de estos procedimientos al modelo GARCH son directas.

2.4.2. EGARCH

Una posible limitaciéon de las representaciones dadas arriba es que la varianza condicional o2 es
simétrica en los X,’s rezagados. Nelson [30] sugiri6 que la simetria en (2.3) puede ser inapropiada
para representar ciertas series financieras y baso sus criticas en estudios empiricos conocidos donde se
encontr6 evidencia de que la varianza de algunos rendimientos estdn negativamente correlacionados
con rendimientos pasados. El modelo ARCH clasico no puede capturar este fenémeno porque la
magnitud de o7 no es afectada por el signo de ¢, y por tanto, o no estd correlacionada con los
errores pasados. Nelson definié X; en términos de la ecuacién (2.6). Sugiri6é que en la representacion
ARCH general

2 _ 2 2 2
op =0 (Xe1, o, Xy 07150501 ,),

o? puede verse como un proceso estocastico en el cual X; es capaz de unir a la varianza condicional

y a los errores. Su propuesta estd dada por

In(0?) = ag + Z o g( X)) + Z In(o? ), (2.16)
donde
9(Xe) =0 X: + v (|1 X:e| = E[|1X:]]) - (2.17)

Las ecuaciones (2.16) y (2.17), definen un modelo GARCH exponencial (EGARCH). Es facil ver
que la sucesion {g(X;)} es independiente y con media cero, y la varianza, de existir, serd constante.
Asi, (2.16) representa un modelo lineal ARMA para In(c?) con errores g(X;). Algunas propiedades

del modelo EGARCH son

14



2.4 Extensiones 15

1. El error de la varianza condicional es lineal a pedazos en X}, con pendientes «; (6 4 ) cuando
X, es positiva y «; (0 — 7) cuando X, es negativa. Esto produce la asimetria en la varianza

condicional.

2. El primer término en (2.17) permite que exista correlacion entre el error y futuras varianzas
condicionales. Por ejemplo, supongamos que v = 0 y que # < 0. Entonces un X; negativo

causara que el error sea negativo y que el error actual en la varianza del proceso sea positivo.

3. El segundo término en (2.17) produce el llamado efecto ARCH. Supongamos que 6 = 0 y que
~v > 0. Cada vez que la magnitud absoluta de X; exceda su valor esperado, el error g(X;) sera

positivo. Asi, impactos grandes incrementan la varianza condicional.

Trabajando con una serie de indice de precios, Nelson estim6 un modelo EGARCH y encontr6 6
significativamente negativo y v significativamente positivo. Estos resultados verifican la presencia del

efecto ARCH asi como también de una relacién negativa entre rendimientos y varianzas futuras.

2.4.3. IGARCH

De acuerdo a Chan [6], cuando se considera un modelo GARCH(1,1) en la practica, frecuentemente
se encuentra que a; + (1 &= 1. Cuando oy + 31 = 1, el proceso X; ya no es estacionario y recibe el
nombre de modelo GARCH(1,1) integrado o simplemente IGARCH(1,1). Una de las interpretaciones

de este modelo es que la volatilidad es persistente. Para ver esto claramente, consideremos
Elo7,, | Fi1] = Eloag + an X7 + Broy | Fid]
=ap+ (g + B1)o? = ag + o7
Elo7s | Fio1] = E[Elofy, | B | Fii]
= E[Ozo + 0't2 ’ .’Ft,1]
= 20./0 + (TtQ.
En general, repitiendo el anterior argumento, tenemos

Elo},; | Fial = joo + 0. (2.18)

Notese que se ha condicionado sobre F;_; en lugar de F; porque 0,1 es medible con respecto a la
o-algebra més pequena F; asi que

E[Ut2+1 | Fi] = 0t2+1-

15



16 Modelos Heteroscedéasticos

De acuerdo a la ecuacion (2.18), la volatilidad de hoy afecta la prediccion de la volatilidad de
manana y este efecto contintia perturbando la serie en el futuro. Por lo tanto, cualquier impac-
to sobre X? o sobre o? serd acarreado en el futuro, es decir, sera persistente. Aunque el modelo
IGARCH(1,1) puede describir apropiadamente un fenémeno como la variabilidad de una serie de

tiempo, es recomendable tomar precauciones de acuerdo a lo expuesto en esta seccion.

2.5. GARCH(1,1)

Esta seccion presentara el modelo heteroscedastico més parsimonioso capaz de describir apropia-
damente la variabilidad en una serie de tiempo financiera, el modelo GARCH(1,1). A diferencia de
los presentados previamente, definiremos al modelo GARCH(1,1) como un modelo guiado por para-
metros. Hacemos esto para ejemplificar las ventajas que tiene este enfoque. La presente seccion esta

basada en el articulo de Straumann y Mikosch [37].

2.5.1. Estacionariedad

Se dice que una serie de tiempo X; es un proceso GARCH(1,1) si ésta satisface
Xt = UtZta t e Z,

y la ecuacién de recurrencia estocastica

ol =apg+ a1 X2, + piol,, teZ,

donde {Z;} es una sucesion de vaiid simétricas con E[Z?] = 1. Las a’s y /3’s son no negativas para
garantizar la no negatividad de la volatilidad al cuadrado o?.

Observemos que la representacion de un GARCH(1,1) sigue la siguiente ecuacion de recurrencia

estocdstica
X = A Xy 1 + By, (2.19)
donde
X, = X7 A= aZi Bz} . B, = aoZ} . (2.20)
o? ar B 0,

Esta representacion corresponde a la de un modelo en el espacio de estados. Ademas, o7 al no ser

observada nos sitia en el enfoque de los modelos guiados por pardmetros. Aqui, estamos prescindiendo

del supuesto tipico de normalidad.

16



2.5 GARCH(1,1) 17

El proceso de variabilidad o7 también satisface una ecuacion de recurrencia como (2.19). Basta
hacer

Xt = O'tZ, At = 1 215271 -+ 51, Bt = Q. (221)

Una propiedad importante en todo proceso estocastico es la estacionariedad. En el contexto de
series de tiempo, este supuesto suele relajarse a estacionariedad de segundo orden, esto es, que
ninguno de los dos primeros momentos sean funciéon del tiempo. Damos una definicién general de

este concepto dada su importancia a lo largo de este escrito.

Definicion 2.2 (Estacionariedad). Se dice que el proceso estocastico { X, }er es estacionario si para

cualesquiera tq, ..., t, numeros reales y cualquier A entero, se cumple que

(Xt17 s ath> 2 (Xt1+A7 s 7th+A) )
donde 2 denota igualdad en distribucion.

De acuerdo a Brandt [4] se sabe que una ecuaciéon como (2.19) tiene una solucion estacionaria si

Eln|A,| <0, Eln"|B,| < co y si el exponente alto de Lyapunov definido como
. 1
= mf{—ElnHAo---AnH, n e N},
n

es negativo. Aqui | - | es cualquier norma en R", ||Al[| = sup_; |[Ax|.

Por (2.20) tenemos

n—1

An te ’AO = An H(Oél ZZQ + Bl)a
1=0
asi

n—1
. 1
ysz{5 (ElnAnJr;Eln(alZerﬁl)), neN}

1

= inf {—ElnAn +EIn(oy Zg + B1), n € N}
n

:Eln(a1 Z0+61)

De acuerdo a estos célculos, es suficiente que Eln(a; Zp+ 1) < 0, Eln Zy < oo para que el proceso
GARCH(1,1) sea estacionario. Usando la herramienta tipica, Nelson [29] establece que EIn(«a;Zy +
f1) < 0 es una condicién necesaria para la estacionariedad de un GARCH(1,1).

Recordando que 07 = apg+a; X7 | +B107 ;, donde g > 0, ay, B > 0. Sig(x,s) = ag+ayz*+ 5152

entonces |g(sz,s*) — g(5z,8%)| = (2?4 B1)|s* — §°], haciendo Cy(z) = a12® + 1, la condicién

17



Modelos Heteroscedéasticos

18
ElnC;(Zy) < 0 del Teorema 3.1 en [37], hace que Eln(a;ZZ + 1) < 0, sea condicién necesaria y

suficiente para estacionariedad.
Més atn,

~2
Utm_

m—1 k m
(—l— Hathl—i-ﬁl) cHathl—i-ﬁl m > 0.
k=1

k=1 =1

Como Eln(a1Z5 + (1) < 0, elegimos p tal que ElnC;(Zy) < p < 0. Entonces la ley fuerte de los

grande niimeros implica que

—ZlnCl <p<:>HC'1 <emp

s m €. C S.
ast [[;L, (a1 Zi ) + 1) =0, m — 0.
. ~ C.8
Finalmente, por el teorema antes mencionado azm — o7, tenemos

0 (1 + Z H(ath{i + 51)) c.s

k=1 i=1

2.5.2. Invertibilidad

Mencionamos anteriormente que en un modelo guiado por parametros, tratamos con variables
7

latentes. En el caso de un modelo GARCH(1,1), la variabilidad o7 no es observada. En tal caso, es
natural aproximar la varianza de la siguiente manera

1. Sea 63 = ¢g, o > 0 es una constante arbitraria.

2. Definir 67 = ¢(X;_1,07 ), 1 <t <n.

En nuestro modelo, no lineal, diremos que la soluciéon estacionaria {X,;} a la ecuacion (2.19)

invertible si
]at - 0t| —> t — 00.

En otras palabras, invertibilidad garantiza que el algoritmo de arriba converge
Hay una segunda interpretacion, la cual clarifica la relaciéon entre invertibilidad en los modelos

ARMA vy la nocion dada arriba. Haciendo
2 m=0
G2, = 0 (2.22)
g(Xt—lva-tzfl,mfl) m

18



2.5 GARCH(1,1) 19

tenemos la relacion 67 = 67,, para t > 0. Mas atn, como suponemos que {X;} es estacionaria,

(07 s 07): €s estacionaria para cada m > 0 fijo en virtud de la Proposicion 2.3 en [37]. Asi

2 2d 9 2 _ ~2 2
Otm — 0t = O = Oy = Oy — Oy
para todo m > 0. Por lo tanto invertibilidad es equivalente a
o2 502 m— oo (2.23)
t,m to ) .

para todo ¢ € Z fijo. Como esto implica la existencia de una subsucesién que converge c.s., o7 es

medible respecto a la o-algebra generada por las observaciones pasadas {X; . | k > 1}, i.e., para
todo t € Z,
0-152 = f(thh Xt727 . ')7 C.s.,

para una funcion medible f. Si 07 > 0 c.s. para el modelo (2.19) la ecuacion o? = f(X;_1, X o,...)
también implica

Zt = f(Xta Xt—17 Xt—27 .. .), C.S.

para todo ¢t € Z, donde f(xo, 1, 20,...) = xo/(f(x1,22,...))"/%. Comparemos esta representacion
con la nocion de invertibilidad en un ARMA. Recordemos que un modelo ARMA(p,q) con parame-
tros (¢1,...,¢p;01,...,0,) es un proceso estocastico {X;} que obedece a la siguiente ecuaciéon de

recurrencia
p q
Xe=) ¢:Xeit+) 0;Zij t€L
i=1 =1

donde {Z;} es ruido blanco, con varianza o2, i.e., para todo t € Z, EZ; = 0y VarZ; = o° y
Cov(Zy, Zs) = 0, t # s. En este caso, invertibilidad estara definida como sigue: existe una sucesion

de constantes absolutamente sumable {;},~o tal que

()
Zt: E Wth_j, C.S.
=0

0, en otras palabras, la perturbacion al tiempo ¢t es un funcional lineal de las observaciones pasadas
y presentes {X,_, | & > 0}. Si los dos polinomios caracteristicos ¢(z) = 1 — Y 7 ¢z y 0(z) =
1+ 2321 6;27 no tienen raices comunes, entonces el proceso ARMA es invertible si y s6lo si (z) # 0

para todo z € C tal que |z| < 1.

Para modelos de series de tiempo no lineales, sin embargo, la invertibilidad puede ser un
problema dificil. La nocion de invertibilidad dada aqui es una adaptaciéon a la nocién in-

troducida por Granger y Andersen [14] en el contexto general de un modelo autorregresivo

de medias moéviles no lineal.
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20 Modelos Heteroscedéasticos

Para Straumann y Mikosch [37], la aportacion mas importante de su trabajo es explicitamente
formular y resolver problemas relevantes haciendo uso de ecuaciones estocasticas en recurrencia. Uno

de tales problemas es determinar la invertibilidad del modelo GARCH(1,1), es decir, el hecho que
lo? — 62 ﬂO, t — o0,

ésta es una condiciéon fundamental para la estimacion del modelo.

En el modelo GARCH(1,1), la constante de Lipschitz de la Proposicion 3.7 en [37] puede ser elegida
como Cy(x) = 1, y por lo tanto 3; < 1 es suficiente para la invertibilidad del GARCH(1,1). Esta
condicién ya se tenia de la estacionariedad porque In3; < Eln(a;Z2 + 31) < 0. Por lo tanto todo
proceso GARCH(1,1) estacionario es invertible.

Podemos obtener

Uzm =a)(l+ B+ +67" )+ Zﬁfflxtsz + B7'c.
k=1
Como f; < 0y EIn™ X§ < oo, la sucesion {07, }m>o converge con probabilidad uno por el Lema 2.1

en [37]. Combinando este resultado con la relacion (2.23), concluimos

ot =ap(l—B) "+ Y BITIXY . s (2.24)
k=1

la cual es la representacion de o? en términos de las observaciones pasadas. Este resultado ya fue

establecido en el capitulo anterior.

2.5.3. Cuasi Maxima Verosimilitud

Por el momento supongamos conocido el parametro 6 = (ap, a1, $;) de un modelo GARCH(1,1)
estacionario. El hecho que 3; < 1, nos permite aproximar la funcién de varianza no observada, por
medio de la recursiéon

67 =g+ X} + P67, t>1,

con valor inicial 63 > 0. El siguiente calculo nos permite conocer la tasa de convergencia de esta

aproximacion,
|67 — o}l = Biloiy — o] = (B1)'65 — g,
es decir, |62 — 0?| — 0, cuando t — oo.

Notemos que para cualquier 6 = (uq, ug, us), ug € [0, 1), podemos definir

~

he(0) = uy + up X? | + ushy_1(0),

20



2.5 GARCH(1,1) 21

y condicién inicial BO(Q) = 0. De este modo, la funciéon de verosimilitud condicional de (X7, ..., X,,)
dado (X, 09), bajo la hipotesis de que {Z;} es sucesion de vaiid con distribucion N(0, 1), es aproxi-

madamente igual a
n

£(0) = —% 3 (Ei;) +n z}t(e)> |

i=1
Se define el estimador cuasi mdzimo verosimil (ECMV) de 0, como el valor de 0 que maximiza
Ly (). Como us € [0,1), la sucesion de funciones aleatorias {/;};>o puede ser aproximada por un
proceso ergodico estacionario {h;}i=o tal que el error ||h; — iy decae exponencialmente rapido casi

seguramente. Resulta que {h;} esta caracterizado como la tnica solucién estacionaria de la SRE
ht(ﬁ) =u + U’?Xffl + U3ht,1(9>, t> 1.

Berkes et al. [3] usan el decaimiento exponencial de ||k, — fy|| para probar que el méaximo 6, de

£n(0) = —% 3 (% +ln ht(é))) ,

i=1

es asintOticamente equivalente a 6,. Por lo tanto, es suficiente estudiar 6,,, el cual es un problema

ligeramente més sencillo debido a que {X?/h; +Inh;} es una sucesién estacionaria ergodica.

Consistencia

Supongamos que hemos observado Xy, X1, ..., X, generado por el modelo (2.19) con 6y como
parametro verdadero.

Recordemos la funcién de verosimilitud condicional,

£(0) = —% ; (ﬁite) +In z}tw)) | (2.25)

donde la sucesion h, () definida por la ecuacion de recurrencia hy(6) = go(X;_1, hi—1(A)) junto con la
condici6n inicial hg (0) = 2 sirve como un estimador de la varianza bajo la hipotesis parametral 6.

El ECMV ¢ maximiza L, en K , donde K C O es un conjunto compacto elegido apropiadamente,
ie.,

~

0, = argmax, i L (0). (2.26)

Supongamos que las condiciones de la Proposicion 3.14 en [37] se satisfacen, lo cual implica que

7 e.C.S. s . ., . . .,
|ht — hi]lx =" 0 cuando t — oo, donde h; es la tnica solucién estacionaria de la ecuacion de
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22 Modelos Heteroscedéasticos

recurrencia hy = go(X;_1, h,—1). Entonces siguiendo las ideas presentadas previamente, definimos

L,(0) = —% > (hj%@) +1In ht(9)> (2.27)

t=1
junto con

0 = argmaxy i L, (6). (2.28)

Es més conveniente trabajar con {L,} porque {X?/h; + Inh;} es estacionaria ergodica mientras
{X2/hy + Inh;} no lo es. En seguida damos un conjunto de condiciones las cuales implicarén la

consistencia fuerte de 6,,:

C1 Las condiciones del Teorema 3.1 se satisfacen para g = gg y {X;} es la tnica solucion ergodica

estacionaria para la ecuacion de recurrencia 2.22 con 6 = 6.

C2 K C © es un conjunto compacto con 0y € K y tal que las condiciones de la Proposicion 3.14

son observadas.

C3 La clase de funciones {gy | # C K} es uniformemente acotada por abajo, i.e., existe una

constante A tal que para todo (z,s) € R x [0,00) y para todo 6 € K,

go(x,8) >\

C4 La siguiente condicién de identificabilidad es cierta en K: para todo 6 € K,

ho(0) = of c.s. siy solo si 6 = 6.

C5 El elemento aleatorio o2/hg tiene esperanza en norma finita:

< OQ.
K

g

2
%0
ho

Teorema 2.2 (4.1 en [37]). Bajo las condiciones C1-C4 el ECMV 0, es consistente fuerte, i.e.
6, & 0y, n — oo.

Para aplicar correctamente el teorema anterior, debemos exhibir el conjunto compacto K pedido
en C2. Denotemos por 6 = (uy, us, uz) y supongamos que 6y = (ag, o, 1) es el parametro verdadero.
Supongamos que 6, admite una tunica solucién ergodica estacionaria {X;} a las ecuaciones de un

GARCH(1,1), lo cual es equivalente a Eln(a;Zy + 1) < 0. Supongamos ademés que «; > 0, porque
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2.6 Hechos estilizados y GARCH(1,1) 23

de otro modo o2 = ap(1 — 31)"! c.s., esto se tiene de la representacion (2.24); a; = 0 implicaria que
uno no puede discriminar entre ag y ;. Sea K un subconjunto compacto de (0,00) x [0, 00) x [0,1)
conteniendo el parametro verdadero #,. Verifiquemos las condiciones C1-C4.

La condiciéon C1 es satisfecha por la definicion del modelo GARCH(1,1). Para C2, bastara verificar
los supuestos de la Proposicion 3.14. Sea 4; = maxgex u; v U; = mingeg u;, ¢ = 1,2,3. Como K es
compacto, tenemos que u; < 00, 1 = 1,2, yuz <1y u; > 0.

Recordemos que gy tiene la forma gg(x,s) = uy + ugx + uss?, asi que las funciones f, definidas
en la Proposicion 3.14 son continuas. Més atn, |go(z,s) — go(x, )| = us|s — §| > us|s — §|, para
todo x € R, s,5§ > 0 y para todo # € K. Por lo tanto la constante de Lipschitz puede ser elegida
como Cy(x) = 3 < 1. Finalmente, como ||ge(Xo,c2)||x < oo para ¢ > 0 suficientemente pequena.
La condicion C3 se satisface con A = u; > 0. La condiciéon C4 se satisface bajo el supuesto que la
distribucion de Z; no se concentra en dos puntos. La prueba de esta condicion se sigue del Lema 5.3
en [37]. Por lo tanto por una aplicaciéon del Teorema 2.2, el ECMV en un GARCH(1,1) es consistente

fuerte.

2.6. Hechos estilizados y GARCH(1,1)

2.6.1. Analisis exploratorio

A continuacién presentamos algunas rutinas implementadas en MATLAB que nos permiten realizar
un analisis primario a la serie de rendimientos de un activo financiero dado, asi como estimar un
modelo GARCH(1,1). Para ejemplificar utilizaremos de nueva cuenta la serie JPy-USD.!

El primer paso serd cargar los datos a trabajar, en nuestro caso tecleamos

datos = load(’C:\MATLAB7\toolbox\garch\garchdemos\jpy-usd.mat’);

serie = datos.jpyusd(1514:8857);.
Generar una grafica de serie resulta conveniente, hacemos esto con

plot ([1514:8857], jpyusd)

title(’TASA DE CAMBIO YEN JAPONES - DOLAR ESTADOUNIDENSE’)
set(gca, ’XTick’,[1514 8857])

set(gca, ’XTickLabel’,{’Feb 1971’ ’May 2006°’})

!Una detallada descripcién de los comando usados aqui esta disponible en el Toolbox Garch de MATLAB.
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24 Modelos Heteroscedéasticos

este codigo gener6 la Figura 1.1.
Implementar un modelo GARCH asume la transformaciéon rendimientos, tal funcién ya esté im-

plementada en MATLAB:

rendimientos = price2ret(jpyusd);.

La presencia de heteroscedaticidad, mostrada en el analisis previo, indica que un modelo GARCH
es apropiado. Usamos la funcion garchfit para estimar los pardmetros del modelos. MATLAB tiene
como modelo predeterminado el GARCH(1,1). Solo requerimos especificar la serie de rendimientos de

interés como argumento de la funcién garchfit.

[coeff,errors,LLF,innovations,sigmas,summary] = garchfit(rendimientos);

Ahora que hemos completado la estimacién, podemos desplegar los pardmetros estimados y sus

errores estandar usando la funcion garchdisp

garchdisp(coeff,errors)

Obtenemos la siguiente salida

Mean: ARMAX(0,0,0); Variance: GARCH(1,1)

Conditional Probability Distribution: Gaussian

Number of Model Parameters Estimated: 4

Standard T
Parameter Value Error Statistic
C -0.00754 0.0072211 -1.0442
K 0.012932 0.0011786 10.9731
GARCH(1) 0.91188 0.0050023 182.2909
ARCH(1) 0.060321 0.0031949 18.8805

Sustituyendo estos parametros en la representacién dada por Bollerslev, el proceso de estimacion
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2.6 Hechos estilizados y GARCH(1,1) 25

implica que el modelo de varianza condicional que mejor ajusta a los datos observados es

Y: = —0.00754 + ¢,

o2 = 0.012932 + 0.060321¢2_, + 0.9118802 ;.

Ademas de los parametros estimados y errores estandar, garchfit también regresa el valor de
la log-verosimilitud tipica optimizada (LLF), los residuos (innovations) y las desviaciones estandar
condicionales (sigmas). Usamos la funcién garchplot para observar la relacion entre los residuos
derivados del modelo ajustado, las desviaciones estandar correspondientes y los rendimientos obser-

vados.
garchplot (innovations,sigmas,dem2gbp),

produciendo la siguiente gréfica

Innovations
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2.6.2. Validez del supuesto GARCH

Hasta este punto, hemos presentado las caracteristicas compartidas por las series de log returns

de algunas series de indole financiera. También hemos dado un breve repaso a los modelos més
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26 Modelos Heteroscedéasticos

usados para repreentar de la mejor manera los hechos estilizados empiricos hallados. El ejercicio que
realizamos en esta seccién final aplica las herramientas visuales descritas en el capitulo introductorio
a un proceso GARCH(1,1). Los parametros de este modelo fueron ajustados en la secciéon anterior. La
Figura 2.1 estudia si es sensato el uso de éstos modelos para capturar los ciimulos de variabilidad,

las colas pesadas y la dependencia a largo plazo exhibidas por las series de log returns.

Garch(1,1)—JPYUSD Normal Q—Q Plot
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Figura 2.1: De arriba a abajo y de izquierda a derecha: Gréfica de un proceso GARCH(1,1) simulado con ag = 0.0129,
a; = 09118 y f; = 0.0603, graficamente podemos argumentar existencia de ctimulos de variabilidad; qg-plot normal
de los datos simulados, se sostiene el argumento de la cola pesada; FAC de datos simulados, valores muy pequeios;
FAC de datos simulados al cuadrado, existe diferencia significativa de cero, sin embargo es notable el hecho de que

esta FAC decrece mas lentamente que la FAC calculada a la serie de log returns al cuadrado.

A partir de estas graficas, identificamos que las caracteristicas descritas por el modelo GARCH(1,1)
pueden mejorarse; colas pesadas, lento decaimiento de la FAC muestral en el caso a; + (37 &~ 1. Dentro
de los muchos descubrimientos que contribuyen a incrementar el nimero de resultados que enfatizan
las diferencias entre el comportamiento de herramientas estadisticas a la luz de colas pesadas y
dependencia, nosotros agregamos uno mas. ;Los ciimulos de excedencias de umbrales altos o bajos
son correctamente capturados por el modelo GARCH(1,1)?, esta duda seré resuelta en los siguientes

capitulos.
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Capitulo 3

Teoria de Valores Extremos

Los capitulos previos han servido para describir algunos problemas relacionados con las series de
tiempo financieras, asi como para identificar una herramienta de modelaciéon muy 1til: Los procesos
GARCH. En particular, este trabajo estudia los cimulos de variabilidad presente en las series de
log returns de ciertas series financieras, e.g. tasas de cambio e indices de mercado. Haremos esto
auxiliados de la Teoria de Valores Extremos, concretamente del llamado Indice Extremo, parametro
clave para extender la Teoria Clésica a sucesiones estacionarias con dependencias débiles. A lo largo
de este capitulo nos avocaremos en presentar a detalle la justificacién tedrica de éste parametro,
un método para estimarlo a partir de las observaciones hechas a un proceso estacionario. Mas atn,
proveemos una explicacion de la importancia del valor estimado del indice extremo como herramienta
para realizar inferencia sobre el tamano de los clusters. Este capitulo estara basado en los textos de

Leadbetter et. al. [23], Resnick [34] y en el articulo de Leadbetter [22].

3.1. Introduccion

El siguiente teorema es bien conocido en el campo del estudio de eventos extremos, de hecho
podemos considerarlo el pilar de la Teoria Clasica de Valores Extremos: Sean {X;}! , variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con funcion de distribucion (Fd)

comun F'y sea

M, = 112%);{)(@}

Teorema 3.1 (Familia de Distribuciones de Valor Extremo (DVE)). Supongamos que ezisten cons-
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28 Teoria de Valores Extremos

tantes a,, € R*, b, € R, tales que

ltm Pr(an(M, — b,) < z) 2 G(z), (3.1)

n—oo

donde G es propia y no estd concentrada en un punto. Entonces G pertenece a una de las siquientes

tres familias de distribucion:

—x

1. GUMBEL (T1Po I): A(z) = €7 L(_oo00) ().

2. FRECHET (T1PO II): @, (z) = e " 1p)(2), a > 0.
3. WEIBULL (T1po III): U, (z) = e~ 0" 1 () + Ljo00)(2), o > 0.

Notese que este teorema asume que (a, M, — b,) tiene una Fd limite no degenerada G, y luego
se prueba que G debera tener una de las tres formas descritas. Se pueden construir sucesiones { X, }

i.i.d. para los que tal G no existe. Por ejemplo, introduciendo la siguiente notacién
zp = sup{z [ F(x) <1}, (< 00).

esto es, F'(z) < 1 para todo x < zr y F(z) = 1 para todo © > zp, y suponiendo que cada X,, tiene
una Fd F tal que zr < 0o y que F tiene un salto en xp, i.e. F(xp-) < 1 = F(z). Entonces puede
probarse que si {u,} es cualquier sucesion y Pr(M,, < u,) — p, cuando n — oo, entonces p € {0, 1}.
De modo que si Pr(a, M, —b,) — G, se sigue, tomando u,, = z/a, + b,, que G(x) € {0,1}, esto es,
G es degenerada. Véase [34].

En (3.1), la convergencia debe darse para toda x € C, el conjunto de puntos de continuidad. Por
otra parte, es interesante considerar sucesiones {u, } las cuales puedan no depender de algiin para-
metro x o puedan ser funciones mas complicadas que las combinaciones lineales consideradas hasta
ahora. Incluimos el siguiente teorema debido a que proporciona condiciones necesarias y suficientes

para garantizar (3.1), ademas sera objeto de referencia en secciones posteriores.

Teorema 3.2 (Aproximacion de Poisson). Dado 7 € [0, 00] y una sucesion {u,} C R, las siguientes

dos relaciones son equivalentes

n(l — F(u,)) "=° 1, (3.2)

n—oo

Pr(M, <z)=F"(u,) — e~ (3.3)
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3.1 Introduccion 29

Demostracion. Para 0 < 7. Si (3.2) vale, entonces

Reciprocamente, si (3.3) vale, entonces F(u,) — 0. En efecto, supongamos que para alguna subsu-
cesion {u,, } C R, F(u,,) no converge a cero, esto implica que F(u,,) estd acotado en un punto
lejos del cero y de este modo Pr(M, < u,) = (1 — F(u,,))" — 0, cuando n, — oo, esto es una
contradiccién, por lo tanto F(u,, ) — 0.

Tomando logaritmos en (3.3), tenemos:
In F™(u,) — —7

nln F(u,) — —7

nin(l — F(u,)) — —7

—nF(u,) — —,

en el tercer paso se ha usado que —In(1 — z) ~ z, cuando z — 0.
Finalmente, para 7 = oo. Si (3.2) vale, pero (3.3) no, entonces debe existir {n;} C R tal que
Pr(M,, < u,,) — e, cuando n; — oo, para algin 7 < co. Pero lo demostrado en el caso finito,

implica que ng F"(uy,, ) — e 7

/ . .,
, lo cual es una contradiccion. [

Notese que si las v.a.’s ya no se suponen independientes, entonces no hemos dado condiciones que

garanticen que

Pr(a,(M, —b,) < z) "=° G(x).
Si bien ain no establecemos una motivacion para estudiar esta teoria probabilistica, debe quedar
claro que los procesos generadores de las series de tiempo consideradas hasta ahora poseen alguna
estructura de dependencia.

Existen varias maneras en las que la nocién de una sucesion i.i.d. puede generalizarse para per-
mitir dependencia, o permitir que las X,,’s tengan diferentes distribuciones, o ambas. Continuemos
suponiendo que las X,,’s tienen distribucién comin. En el capitulo anterior estudiamos las condicio-
nes necesarias y suficientes para que un proceso GARCH(1,1) sea estacionario, siguiendo esta linea

consideraremos sucesiones estacionarias.
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30 Teoria de Valores Extremos

Asumamos que la dependencia entre X; y X; decae de alguna manera especifica cuando |i — j
crece. El ejemplo mas simple de este tipo de restriccion es la m-dependencia, la cual requiere que X;
y X, sean independientes si | — j| > m. Una restriccién més usada para sucesiones estacionarias es

la llamada mezcla fuerte.

Definiciéon 3.1 (Mezcla Fuerte). Una sucesion {X,} se dice que satisface el supuesto de mezcla

fuerte si hay una funcion g(-), la funcion de mezcla, tal que
|Pr(AN B) — Pr(A) Pr(B)| < g(k), g(k) — 0,cuando k — oo, (3.4)

donde, A € F(Xy,...,X,) v B € F(Xpir+1, Xptkto,...) para cualquier p y k; F(-) denotarad la

o-algebra generada por las v.a.’s indicadas.

Esto se interpreta de la siguiente manera: bajo la condiciéon de mezcla fuerte, cualquier evento A
basado en el pasado hasta el tiempo p serd ‘cast independiente’ de cualquier evento B basado en el
futuro a partir del tiempo p + k + 1, todo esto, cuando k es grande.

La correlacion entre X; y X; también puede proporcionar una medida de dependencia entre estas
variables. Por lo tanto otra restriccion de dependencia del mismo tipo es |Cor(X;, X;)| < g(|i — j]),
donde g(k) — 0, cuando k& — oo. Esta restriccion resulta muy ttil si las X,,’s forman una sucesion
normal.

Varios resultados de la teoria de valores extremos han sido extendidos aplicando algunas de
las restricciones mencionadas arriba. Loynes |24] prueba una cantidad considerable de resultados,
inclusive la version para sucesiones estacionarias del Teorema 3.2, bajo el supuesto de mezcla fuerte.
La condicién de dependencia establecida por tal autor si bien es 1til en muchos contextos, resulta
muy restrictiva. A continuaciéon incluiremos una condiciéon mas relajada que nos permite establecer
resultados similares a los antes mencionados, asi como el homoélogo al Teorema 3.1 para sucesiones
estacionarias.

Para debilitar la condicién de mezcla fuerte, debemos notar que los eventos de interés en teoria
de valores extremos son tipicamente aquellos de la forma {X; < u} o sus intersecciones. Por ejemplo,
el evento {M,, < u} = ()_,{X; < u}. Por lo tanto, uno debe proponer una condicién para ser
satisfecha por eventos de este tipo.

Notacion. Escribiremos F;, ;. (u) para denotar Fj, ; (u,...,u)si F; _; (x1,...,2,) denota la

Fd conjunta de X, ,..., X

in*
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3.1 Introduccion 31

Definicién 3.2. Diremos que se satisface la condiciéon de mezcla D si para cualesquiera enteros

i1 < <ipyj1<---<j, paralos cuales |j; —i,| > [, y cualquier real u,

[ Firigin,nd s (@) = Fiy iy (W FGy g ()] < g(0),
donde ¢(I) — 0 cuando [ — oo.

Aunque esta condicién es una reduccion significativa de los requerimientos impuestos por una
mezcla fuerte, ain podemos mejorarla y seguir obteniendo resultados tipo el Teorema de DVE.
Consideraremos una condicién, la cual incluird un requerimiento como el anterior pero aplicado
tinicamente a una cierta clase de sucesiones {u,}, ya no necesariamente a toda u. Tal condicién esta

dada por la siguiente

Definicion 3.3 (Condicion de Leadbetter). Decimos que se satisface la Condicion D(u,) para la

sucesion {u,} C R si para cualesquiera enteros
1< < << i <ja<--<Jjp<m,
donde j; — i, > [, tenemos

|y gy (Un) = Fiy i (un) By gy ()] < g, (3.5)
donde o, ;, — 0, cuando n — oo para alguna sucesiéon [, = o(n).

Un proceso que satisface la Condicion D(u,,) sera asintdticamente independiente a pedazos. Ob-
sérvese que los enteros 1 <4y < -+ < i, < j; < Jo < --- < j, < n dividen el proceso Xi,..., X, en
pedazosy el hecho que (3.5) se cumpla para estos enteros garantiza, de acuerdo a la nociéon de mezcla
fuerte, que los eventos {X;, < uy,,..., X;, <up} y {X;, < up,..., X;, < uy} son aprozimadamente
independientes debido a que la funcién «,,;, decae a cero cuando n — 0.

Pueden hacerse modificaciones convenientes a la Condiciéon D(u,). Por el Lema 3.2.1 en [23],
oy, 1, puede escogerse tal que sea no creciente en [, para cada n, ademés para tal o, ,, la condiciéon
iy, — 0, cuando n — oo puede reescribirse como ay, ,5) — 0, para cada A > 0. Aqui [-] denota la
funcién parte entera.

La dificultad de establecer si (3.5) se satisface para un proceso dado estriba en la necesidad de
conocer la distribucién conjunta y exhibir una funcién «,;, con las propiedades mencionadas arriba.

Esta es una limitante de este enfoque, a continuacién argumentaremos las ventajas del mismo.
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32 Teoria de Valores Extremos

3.2. Resultados bajo la Condicion D(u,,)

La idea basica para poder extender la teoria clasica de valores extremos al caso estacionario es
mostrar que

Pr(M, <u,) — Pr*(M,, <wu,)"=°0, (3.6)

para cada k = 1,2,... cuando la Condiciéon D(u,) D(u,) se satisface y r,, = [n/k].

Esta es una idea brillante. Tenemos la teoria suficiente para estudiar la distribucién del maximo
de todo el proceso, llamado por nosotros el ‘méximo global’. Usando la propiedad de estacionariedad
del proceso, podemos dividir el mismo en pedazos de igual longitud y estudiar la distribuciéon del
maximo en estos bloques, llamamos a estos ‘maximos locales’.

Notacion. Si E es cualquier conjunto de enteros, M (E) denotara el méx{X; | j € E'}, nétese que

M(E) = M,, si E={1,...,n}. En este contexto, un intervalo serd cualquier conjunto £ de enteros
consecutivos digamos {ji,. .., j2}; su longitud serd jo — j; + 1y E, F estan separados por ki — ja, si
F ={kq,..., ko} es otro intervalo con k; > js.

Lema 3.1. Supongamos que la Condicion D(u,) D(u,) se satisface para alguna sucesion {u,}. Sean
n,r y k enteros fijos y Ey, ..., E, subintervalos de {1,...,n} tales que E; y E; estdn separados por

al menos k cuando i # j. Entonces

Pr <ﬂ{M(Ej) < un}> — [ Pr(M(E)) < un)| < (r = D
j=1 j=1
Demostracion. n

Este lema muestra un grado de independencia en los maximos sobre intervalos separados, lo cual

seré la base para establecer la prueba del siguiente

Teorema 3.3 (Lema 2.1 en [22]). Sea u,, una sucesidn de constantes y supongamos que la Condicidn
D(uy,) D(u,) es satisfecha por la sucesion estacionaria X,. Sea k, una sucesion de constantes tal

que k, = o(n), kyl, = o(n), kyau,,, — 0. Entonces
Pr(M, < u,) — Prf"(M,, <wu,)"=°0,
donde 1, = [n/k].

Desmostracidn. Sea [, como en la definicion de D(u,,). Dividamos los enteros 1,...,n en intervalos

I, I3, ... Iy, -1, I}, | de la siguiente manera
IJ:{(]_l)Tn+17jrn_ln}’ I;:{jrn_ln+177jrn}7 j:177rn_]~7
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3.2 Resultados bajo la Condicion D(uy,) 33

Lo = {hnly — 200+ 1, okt — b}y Ti = {knrn — Lo +1,... 0}

Los intervalos I; contienen r,, — [,, enteros, los intervalos I 7y el intervalo I;, contienen [, enteros, el
intervalo I contiene n — k,r, + [, < k,, + I,.

Notemos que

(Mo < wa) € (VML) < wa), (3.7)

de donde se sigue que

0<Pr (ﬁ{M(Ij) < un}> — Pr(M, <uy,)

j=1

Utilizando (3.7) podemos construir la diferencia de estos conjuntos,
k’IL
(M, > u,} 0 (M) < u,}.
j=1

De esta relacién tenemos los siguientes puntos
» M, >u,y M(I;) <u, parai=1,... k, — 1. Esto implica que
M(I;) < u, < M(I3), para algin j € {1,...,k,}.
» Si X; <uw, paratodo 1 < j < k,r,, pero X; > u, para algin j € {k,r, +1,...,k,(r, +1)},
esto porque [, > k, y por lo tanto k,(r, + 1) < k,r, + L.

Los puntos anteriores y la estacionariedad muestran que

kn
0<Pr (m M(I;) < un> — Pr(M, < u,) (3.8)
< (kyn + 1) Pr(M(I) < u, < M(I7)).

Anéalogamente podemos establecer que

0 <Pr(M(L) <u,)—Pr(M, <u,) (3.9)

=Pr(M(L) <wu, < M(I7)).
Escribiendo, y = Pr(M(Iy) < u,), v = Pr(M,, < u,) y recordando que

y' — 2" <t(y — ), cuando x,y € (0,1),
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34 Teoria de Valores Extremos

tenemos que
Prfn (M (1)) < ) — Pr*»(M,, < wu,) < k,(Pr(M (L) < u, < M(I}))). (3.10)

Por el Lema 3.1, haciendo /; = E; y notando que Pr(M(1;) < u,) es independiente de j, se tiene

que

S (kn - 1)anl

wn

(3.11)

Pr (ﬁ{M(Jj) < un}> —Pr"(M(1,) < uy,)

Por (3.8), (3.10) y (3.11),

Pr(M, < u,) — Pr*(M,, < u,)]

< |Pr (ﬁ{]\/[([]) < un}> — Pr(M, <u,)
+ [Pr* (M (L) < u,) — Pr (ﬁ{M(Ij) < un}> '

+ ’Prk"(Mrn < uy,) — Pr*(M(I) < un)‘

< 2k, + 1) Pr(M(L1) <wup < M(I7)) + (kn — D)any, -

Por el Lema 3.3.2 en [23] se sabe que Pr(M([;) < w, < M(I})) — 0 cuando n —, esto y la

definiciéon de o, ;, garantizan el resultado. n

Supongamos de ahora en adelante que para cada 7 > 0 podemos definir una sucesion {u, (1)} tal
que

n—oo

n[l — F(u,(1))] — T (3.12)

Esto impone una restriccion sobre la marginal de F' de las X,,, pero ésta, mas que la excepcion es la

constante en las aplicaciones. Podemos definir u, (7) para garantizar igualdad en (3.12), a saber

() = F~ (1= ).

n

En [23] se establece que es necesario y suficiente para satisfacer (3.12) que

1—F(x7) 2o
1——F(a:) — 1, (3.13)

esto es, la cola de la distribucién F' debe ser ‘regular’.

Comentario 3.1. Si existe u,(7) que satisface (3.12) para un 7 > 0 fijo, entonces existe un
un(7) > 0 que satisface (3.12) para toda 7. Por ejemplo, si hacemos u,(1) = F (1 —1/n) para un 7

dado basta definir u,(7) = up,/-(1).
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3.2 Resultados bajo la Condicion D(uy,) 35

Teorema 3.4. Sea {X,} una sucesion estacionarias y u,(T) constantes que satisface (3.12) y tal

que D(u,(70)) se satisface para algin 7 > 0. Entonces existen constantes 0 < 0’ tales que

lim sup Pr(M,, < u, (7)) =7

h’g'g}lf Pr(M, < u,(r)) =e0".
Por lo tanto si Pr(M, < u,(7)) converge para algin 7, entonces 0 = ' y Pr(M, < u,(1)) — 707
para todo T.
Demostracion. Sabemos que para un entero k, fijo,
Pr(M, < u,(r)) — Pr*(M, < u,(7)) — 0, cuando n — oo,
donde n" = [n/k]. Por lo tanto si limsup,, .. Pr(M, < u,(7)) = (1), se sigue que
lim sup Pr(M,, < u,(7)) = ¥Y*(7). (3.14)

n—oo

Consideremos el caso u,(7) > u,(7/k), un(7) < u,(7/k) que

IPr(M, < un(r)) — Pr(M, < s (7/k)| < n' |Fun(r)) — F (
k

porque n’ ~ n/k. Como limsup,, . Pr(M < wu,/(7/k)) = (7/k) se sigue que limsup,, . Pr(M, <
u,: (1)) = ¥(7/k), que junto con (3.14) muestra que ¥(7/k) = 1/*(7), para todo T > 0, k =2,3,....
Ahora, si 7 < 7 es claro que u,(7') > u,(7) cuando n es suficientemente grande, asi que ¢(7/k) es
no creciente y estrictamente positiva debido a que liminf,,_ ., Pr(M, < u,(7)) > e~ 7. Pero es bien
conocido que la tinica solucién a esta ecuaciéon funcional es ¢(7) = ¢~ donde 0 > 0.

Similarmente, se obtiene que lim inf, ., Pr(M, < u,(7)) — e~ donde 0 <0 <1,y claramente

8" > 6, lo que completa la prueba. [

Para simplificar enunciados en resultados posteriores, conviene tener una terminologia para el

anterior teorema.

Definicién 3.4 (Indice Extremo). Si Pr(M, < u,(7)) — e~ para cada 7 > 0 con u,(7) > 0

satisfaciendo (3.12), diremos que X,, tiene INDICE EXTREMO (IE) 6.

35



36 Teoria de Valores Extremos

La importancia del indice extremo est& en que es el pardmetro que permite extender los resultados
clasicos en teoria de valores extremos del caso independiente a un proceso estacionario. El IE pertenece
al intervalo [0, 1]. Por definicién 0 < e7%7 < 1, o equivalentemente, 0 < § 7 < oo lo que implica que

6 > 0. Por otro lado,

Pr(M, <u,(7)) =1—Pr(M, <u,(r)) =1—Pr(UL, {X; > u,(7)})

>1—nl— F(u,(7))],

y por definicion de IE,

e T >1—71,Y7 >0,

y esto ultimo implica que 6 < 1.

Usando el teorema y definicién recientes tenemos el siguiente

Corolario 3.1. Sea {X,,} estacionaria que satisface D(u,(T)) para cada 7 > 0, definido por (3.12).
Si para algin T9 > 0 Pr(M, < u,(m0)) converge a un limite o, entonces {X,,} tiene IE 0 = —7; " In(a).

Asi Pr(M,, < u,) — e~ para todo 7 > 0.

3.2.1. Ciriterios para existencia de IE

En la teorfa clasica de valor extremo, condiciones como la dada por la ecuacion (3.12) son ne-
cesarias y suficientes para garantizar convergencia en distribuciéon del méximo de una sucesiéon de
variables aleatorias. A continuacién damos algunas importantes relaciones que permitiran determinar
cuando un proceso estacionario tiene indice extremo.

El primer resultado tiene, en principio, un interés mas teérico que practico pero sirve como un
medio para extender la condicién D(u,) a casos donde 6 < 1.

Notacién. Escribimos n' = [n/k] para k fijo, n = 1,2, .. ..

Teorema 3.5 (Teorema 3.1 en [22]). Sea {X,,} una sucesion estacionaria que satisface la Condicidn
D(uy,) D(u,(7)) para cada 7 > 0 y u,(7) satisface (3.12). Entonces X,, tiene indice extremo 6 si y
solo st

klimsup (1 — F o (up)

n—oo

- 0% k290, (3.15)

para algin 19 > 0. Equivalentemente esto se satisface si y solo si

n—oo 570

e S (un) — 9@ + Ak, (3.16)

donde kX — 0, cuando k — oo.
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3.2 Resultados bajo la Condicion D(uy,) 37

Demostracion. Como X, tiene IE y (3.6) se cumple, entonces

Fl n' (Un) - Pr(Mnl S un) ~ Prl/k(Mn S Un) — 6_6%7

goeay

Usando la expansion de Taylor, tenemos que

Py (un) = 1= 07 +o(r/k), n— o0

De donde se sigue (3.16).
Reciprocamente, si (3.15) se satisface entonces

lim sup Pr(M,, < u,) = lmsup[F| . (u,) —1+07/k] +1—071/k

n—oo n—oo

<1- 9% +limsup |1 — F ./ (u,) — 07 /K|

n—oo

Nuevamente por (3.6) se tiene
- k
lim sup Pr(M,, < u,) < (1 - HE + O(T/k)) :

para todo k dado. Haciendo k£ — oo,

lim sup Pr(M,, < u,) <e .

n—oo

Similarmente se puede establecer que

e~ < liminf Pr(M, < uy),

n—oo

lo que demuestra el teorema. n

En algunas situaciones es conveniente establecer los resultados anteriores en términos de un sélo
limite. La condicién D(u,,) requiere que la cantidad a,;, — 0, cuando n — oo, para alguna l,, = o(n).

Es posible obtener k, — oo tal que tanto

knln, — 0 (3.17)

como

knl, = o(n) (3.18)

se satisfagan (k, = ml’n{a;% ? (n/1,)"/?}). Usando una sucesion k, tal, incluimos el siguiente teorema

sin demostracién el cual es una variante del Teorema 3.5.
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Teorema 3.6 (Teorema 3.4 en [22]). Sea X,, una sucesion estacionaria que satisface la Condicion
D(uy,) D(un(7)) para cada 7 > 0 donde u,(7) satisface (3.12). Para algin 19 > 0 sea k, — oo tal

que (3.17) y (3.18) se satisfacen con u, = u, (). Si escribiendo r, = [n/k,],
k'n[l — Fl,...,rn (Un)] n:oo 07’0, (319)

entonces X,, tiene indice extremo 0. Reciprocamente, si X,, tiene indice extremo 6 entonces (3.19)

se cumple para cada 19 > 0 y cada k, — 0o que satisface (3.17) y (3.18) con u, = uy,(70).

Concluimos esta secciéon con un ejemplo de la literatura que nos muestra algo del rango de posibles

conductas asintoticas de M,,. Esto ejemplo esta enfocado al caso donde el indice 6 es menor que uno.

Ejemplo 3.1. Este ejemplo debido a Chernick (1981) considera una sucesion autorregresiva de

primer orden estrictamente estacionaria

X, = ! n—1 1 €n,
r
donde r > 2 es un natural, {¢,} son i.i.d. distribuidas uniformemente sobre {0,1,...,(r —1)/r}, €,
independiente de X,,_; y la distribucién de X,, es uniforme en [0, 1].
Por la uniformidad de X, u,(7) puede definirse como 1 — 7/n. Chernick muestra que con
U, = un(7), T > 0, la condicién D(u,) se cumple, pero D'(u,) no se satisface. Luego, obtiene

con argumentos directos que, para x > 0,

-1
Pr (Mn <1- E) — exp (—T a:) . (3.20)
n T

Escribiendo u,(7) =1 — 7/n, (3.20) puede escribirse como
Pr(M, < u,(7)) — 7,

mostrando que el indice extremo de la sucesion {X,} es @ = (r —1)/r. Comor >2, 0<0 <1,y r
toma los valores 2,3, ..., el indice # toma valores en (0, 1).

Es interesante notar que si €,.1 = (r — 1)/r, con probabilidad 1/r, entonces X, ;1 > X,, y por
lo tanto sin importar lo grande que X, sea, hay probabilidad fija 1/r de que X, ;1 sea mas grande
y entonces hay probabilidad 1/r? de que X,,,» sea atin méas grande. Asi valores grandes tienden a
ocurrir en clusters, ocasionando que excedencias sucesivas de u,, estén tan relacionadas que permiten

que la condicién D’(u,,) se cumpla y en consecuencia 6 < 1.

38



3.2 Resultados bajo la Condicion D(uy,) 39

3.2.2. Proceso Puntual de Camulos

A diferencia de [23|, donde se estudia la conducta de los conglomerados sobre un nivel especifico
u, bajo condiciones mas generales que D(u,), aqui estamos interesados tnicamente en estudiar
los efectos de la Condicion D(u,,), principalmente porque los procesos estacionarias de interés son
aquellos con dependencia.

Un medio muy simple de definir conglomerados de excedencias es tomar una sucesiéon r,, y conside-
rar que ocurren eventos separados una distancia r, uno de otro y pertenecientes al mismo conglome-
rado. Podemos elegir r,, tal que sea al menos tan grande como las ‘longitudes’ de los conglomerados,
pero pequenio comparado con la ‘separacion’ de los mismos. Para muchas situaciones usuales es-
to atn permite flexibilidad para elegir r,, esto serd muy 1til para la implementacion de métodos
computacionales para estimar el indice extremo.

Mas especificamente, supondremos que D(u,,) se satisface para u, = u,(7) satisfaciendo (3.12),
una sucesion k — oo se debe elegir tal que satisfaga (3.17) y (3.18), r, = [n/k,]. El proceso puntual
N,, de interés estara definido sobre el intervalo (0, 1] de la siguiente manera. Si para s = 1,...,k,
existe una excedencia de u,, por X; para al menos un j tal que (s —1)r, < j < sr,, entonces N, tiene
un solo evento en el punto ¢ = sr, /n. Esto es, cualquier grupo de excedencias en ((s — 1)r,, sr,| es
reemplazado por un solo evento - después del tiempo reescalado - en sr,/n, ‘representando’ el grupo
original. Llamaremos a N, el ‘proceso puntual de posiciones conglomeradas’. Con esta construccion,

el siguiente resultado, incluido sin demostracién, se satisface.

Teorema 3.7 (Teorema 4.1 en [22]). Sea {X,} una sucesion estacionaria satisfaciendo D(u,(T))
para cada T > 0 donde u,(T) satisface (3.12). Sea k,, — oo elegido tal que satisface (3.17) y (3.18)
y supongamos que {X,} tiene indice extremo. Entonces el proceso puntual N,, de posiciones conglo-
meradas para excedencias de u,(T) converge en distribucion a un Proceso de Poisson N sobre (0,1]

con pardmetro de intensidad 0.

Demostracion. Por un teorema en Kallenberg [21] solo se necesita probar que

E[N,(a,b] — E[N(a,b]], 0<a<b<1 (3.21)

Pr(N,(E) =0) — Pr(N(E) =0) (3.22)
para cada unioén disjunta finita £ de conjuntos de la forma (] contenidos en (0, 1].
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Si v, denota el ntimero de intervalos ((s — 1)r,, sr,] completamente contenido en ([na], [nb]] es

claro que v, ~ nr; (b —a) ~ k,(b — a) y ademés que

E[N,(a,b]] ~ v, Pr (O{Xl > un}>
kn(b—a)[l — Fy . (un)] — (b—a)0T

por (3.19). Pero esto es E(a, b] asi que (3.21) se cumple.
Para mostrar (3.22) escribamos £ = U!_,(a;, b;] y escribamos B; para los enteros en ([naj], [nb;]].

Entonces es facil ver que

Pr(N,(E) = (ﬂ{M <un}> o(1) (3.23)

ﬁ Pr(M(B;) < uy,)

J=1

p

(U{M <un}> [IPr(M(B)) < un)| +o(D).

J=1

(3.24)

Por induccioén, la diferencia en los corchetes cuadrados no excede pa,, ,\ en valor absoluto donde
A es la separacion minima de los intervalos (a;,b;] (A puede ser tomado distinto de cero porque
intervalos adjuntos pueden combinarse). Pero «,; puede tomarse no creciente en [ (véase [23]) y
se sigue de D(u,) que a,n,n — 0 cuando n — 0. Como X, tiene indice extremo se tiene que

Pr(M(B;) < u,) — e 97%=%) y por lo tanto

Pr(N,(E) =0) — H Pr(N,(a;j,b;] =0)
— Pr(N(E) = 0),
probando (3.22). n

Debemos notar que las distribuciones limite de los estadisticos de orden seran afectadas de una
manera mas complicada por la conglomeraciéon que la distribucién del maximo. Estas distribucio-
nes surgiran de un resultado limite mas complicado para excedencias individuales. Sin embargo, el
uso del resultado Poisson dado arriba resultara en las distribuciones para las alturas del ‘& -ésimo
conglomerado mas alto’ en lugar del k-ésimo estadistico de orden extremo, de una manera clara.
Finalmente, en este teorema se esta pidiendo que (3.19) se cumpla para algin 7y. Esto, permite dar

una interpretacion del indice extremo.
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3.2 Resultados bajo la Condicion D(uy,) 41

Supongamos que {X;}? , tiene indice extremo 6, es decir que podemos dividir la serie en k,

bloques de tamano r, con k, = o(n), k,l,, = o(n), I, como en (3.5) y r, = [n/k,], tal que
k(1= Fyi o (un (7)) "= 01, (3.25)

donde u,(7) satisface (3.12). De ahora en adelante u,, = u, (7).
Consideremos el nimero de excedencias de u,, dentro de un bloque de tamarfio r,. Este evento

define la variable aleatoria
B:j: = Z 1{X1‘>’U/n}7
i=1
de la cual podemos calcular

E[By | Bir > 1] = jPr(Bir =j| B >1)
7=1
>y J Pr(Brr = j)
N Pr(Bur > 1)
E[B]
Pr(U, {X; > un(7)})
Ty [1— F(u,)]
1 Fl,...,rn(un>
_ n[l=F(u,)]
T ka1 - Fu ()]

recordando (3.12) y (3.19) tenemos

E[B! | Bl > 1] "=° 67" (3.26)

A partir del resultado anterior proponemos la siguiente interpretaciéon. El tamaifio medio
de un conglomerado en posicidn puede ser interpretado como el niimero medio (en el
limite) de excedencias en un intervalo de longitud r,, dado que al menos ocurre una
excedencia en ese intervalo. Asumiendo el enfoque basado en eventos este pardmetro nos
puede dar una primera idea del tiempo que un evento esta presente en la serie, debido a

que existiran excedencias a contar al tiempo ¢ siempre que la perturbaciéon causada por

el evento siga presente en ese instante.

Aprovechemos lo construido hasta ahora. Consideremos un nivel v,,(7), nivel extremo, tal que
BB | Bl > 1] "0 1, (3.27)
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42 Teoria de Valores Extremos

se sigue que v,(7) > u, y por el Lema 3.6.2 en [23]|, D(v,(7)) se satisface.

Analogamente a (3.26), se establece

o [1 = F(va(7))] n—90
1-— FL---J’n (U,n)

L,
como hemos supuesto que (3.19) se satisface para u,, el anterior limite implica que
n[l — F(v,(7))] "= 0.
y de acuerdo al Teorema 3.6 esto es suficiente para que
ko[l — Fy o (0a(7))] "= 077

Proponemos un primer estimador del indice extremo. Sea Fi__, (-) un estimador de Fy . (-), la

funcién de distribuciéon conjunta de {X;,--- , X, } entonces:
1- F T n
o5 = L= Flern (7)) (3.28)
11— Fl,...,rn (un)

Al margen del estimador anterior, estudiaremos otros estimadores con propiedades estadisticas
establecidas. Basicamente, estos estimadores se basan en ‘adelgazar’ el proceso {X;}!; por las su-
cesiones k, y r,. Es claro que podemos definir otros adelgazamientos, basta considerar variables

vn (7)

aleatorias distintas a B!" y a By, " ".

Sean k, y r, como arriba, definamos
M =méx {Xp,: (j—Drn+1<k<jr} j=1,... k,

los maximos ‘locales’ del proceso { X;}", a través de la particion de &, bloques de tamafio r,,. Ahora el
proceso de adelgazamiento consiste en considerar estos maximos locales (block mazima) que excedan

el nivel u,. Asi, definimos la variable aleatoria

kn
Un
Zrn - : : 1{Mjkn>un}
=1

Observemos que este procedimiento nos conduce a un proceso puntual de conglomerados por

™ sobre el intervalo (0,1] consistente de los elementos de Z'» indexado por t = j/ky,

posicion N,
j =1,...,k,. Por el Teorema 2.2 este proceso puntual converge a un proceso de Poisson N con
parametro de intensidad 6 7. Analogamente, definimos el proceso N, "(T), considerando la variable
aleatoria Z,." (T), dado que se cumplen las condiciones del Teorema 2.2 este proceso convergera a otro

. ! .
proceso de Poisson N de media 6% 7.
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3.3 Propuesta de Olmo 43

Por tanto el indice extremo estard caracterizado por el siguiente resultado

E[N;"")
lim [N

3.3. Propuesta de Olmo

Los estimadores dados arriba, necesitan que n sea grande, lo cual implicard que los umbrales
(niveles) u,, y v,(7) deban ser altos. Sin embargo se pueden definir estimadores a través de niveles

moderadamente altos como se muestra a continuaciéon. Basicamente las siguientes secciones estaran
tomadas de Olmo [31] y Olmo [32].

Empecemos con la siguiente

Definicién 3.5. Sea v similar a u,, asumamos que este umbral satisface lo siguiente:

1. D(u}).

n

2. k,[1—Fi,_,, (u))] — oo, cuando n — oo.

3.1 —-F . (u)=[1—Fi. . (uy)]sn, cons, =o0 (

4. 1 — F(’U/;;) = [1 — F(un)] S;w con s, = o0 (1—F1(un))

’
5. 2= — 1, cuando n — oo.
n

Una sucesion {u)} que satisface lo anterior se denomina de niveles moderadamente altos.

Proposiciéon 3.1. Sea {u’} una sucesion de niveles moderadamente altos, y sea ¢, una realizacion
*
de Z:r. Si c, satisface
Cp— Spn 0T n—00

=)\ 3.30
(O 7 5, Fyp (uz)) 30

entonces

Pr(Zin < c,) "=° @(N), (3.31)

donde ®(-) es la funcidn de distribucion normal estindar.
Sea M., el j-ésimo estadistico de orden de la sucesion {M f” }]i |» convenimos en que

My, > Moy, > -+ > My, .k, -
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Es claro que

{Zin < en} = Moy, Sur}, (3.32)
por lo que
Pr (Me, 11, < uy) "= @(N), (3.33)

con A\ como en Proposiciéon 3.1.
El umbral v,(7), tendra su homdlogo moderadamente alto. Sea v} similar a v, (7), asumamos que

este umbral satisface lo siguiente:

1. ky,[1—Fi ., (vF)] — oo, cuando n — oo.

2. 1— Fl,...,rn (U:;) = [1 — Fl,...,rn (’Un(’/'))] tn, con tn =0 (m) .

,,,,,

3. 1—F(v;) =[1— F(va(7))]t,,, con t, =0 <—1—F<inm>)'

’

4. 2 — 1, cuando n — oo.

5. Finalmente:

E (B

Bin > 1] "0 1. (3.34)

Observemos que (3.34) implica que

1.
ko 1 — Fi (u;kz)]

I

t .

Esto produce que > — 1y en consecuencia que z—” — 1 cuando n — oo. Por tanto
n n

1-— Fl,...,rn(v:l) n:)>oo 9
1 - F17---77'n (u;’kl) '

De estas observaciones se sigue que v > u’ y D(v}) se cumple. Consideremos la variable aleatoria

*

V.
Zr: -

Proposiciéon 3.2. Sea u’ como en Proposicion 3.1 y supongamos que ¢, es tal que (3.30) se satisface.

Sea v} como arriba, entonces

Pr(Zn < fc,) "=° O(N), (3.35)
donde ®(-) es la funcidn de distribucion normal estindar.
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En las siguientes secciones seréd clara la inserciéon de los umbrales moderadamente altos, por el
momento s6lo presentamos un estimador del indice extremo por umbrales moderadamente altos. A

saber,

(3.36)

3.3.1. Estimadores

Por lo dicho anteriormente, el indice extremo provee una medida de la conglomeracion de las
observaciones mas grandes de una sucesion estacionaria. Bajo la Condicién D(u,) la distribucion
limite de M, es F°(u,,) en lugar de F"(u,,). Este resultado gener6 uno de los primeros estimadores del
indice extremo. Para sucesiones apropiadas k,, r, se satisface que Prk"(MTn < uy,) = Pr(M, <u,),
tomando logaritmos tenemos, k, InPr(M,, < wu,)=~n6 In F(u,), de donde se deduce que

_InPr(M,, <wuy,)
T o InF(uy,)

Entonces, un estimador natural del indice extremo es

s _ (L= Zx k)

" o, In(l — Bﬁs/n)' (3.37)

Este estimador se denomina el método logs.
Alternativamente, el concepto de indice extremo introducido en [22], #~! como el limite del nimero
promedio de excedencias, produce el método por bloques
Un
g _ 2

n u °
BT77

(3.38)

Este estimador puede ser considerado como una aproximacién de 92(11) usando las expansiones de
primer orden del logaritmo en el numerador y denominador de (3.37).

La caracterizacion dada en Hsing [20] motiva un método diferente para estimar tal parametro.

Concretamente,
W
= — 3.39
4 (3.39)
donde
Wir =" Tixsuny (1= Lixsu) - (L= Lix,, sun)-
i=1

Este es el conocido método de corridas.
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El estimador del indice extremo por niveles altos estd dado por

R Z:n(T)
= ——. 3.40
Zs; 240
Analogamente, el estimador del indice extremo por niveles moderadamente altos estd dado por
.z
0 = ———. 3.41
Zpy: (341

Desarrollaremos en detalle el primer estimador. Con la notacion de arriba la contraparte empirica

de (3.27) es

kn .] Tn

1 n—oo
Zun 2.2 Lwoney =L (3.42)

Tn j=1 i=k

Escribamos A
kn JTn

AT =33 Ly

j=1 i=k

Construimos el estimador dado en (3.40) a partir de los siguientes puntos

A.1 Considérense sucesiones k, y r, apropiadas en el sentido de la ecuacion (3.5).
. ., kn kn . n
A.2 Construir la sucesion {Mj }j=1 a partir de {X;}._,.
A.3 Haciendo u, = M1, para un c fijo (c pequeiio), por (3.32) se tiene que Z'» = c
A.4 Para cumplir exactamente (3.42), hacemos A = X i 1.p.

A.5 Calculamos Z» = ngl Larin s,y
7 n

A.6 Finalmente, obtenemos

g =" (3.43)

Este estimador puede ser interpretado como un refinamiento del método de bloques donde el nivel
u, en (3.38) es sustituido por v,.
con X

El procedimiento para ¢* es similar. En este caso B» = Z' y 0, = X un

Zin 41 Zin 41
estadistico de orden de {X;}. El nivel 4, esta determinado por las condiciones A.1 - A.6. Una eleccion
adecuada de este nivel es M, 1.k, con ¢, — 00y ¢, = o(ky).

En la practica la eleccién correcta de los niveles u,, y u; no es tan importante como escoger
apropiadamente los niveles v,, y v} para satisfacer (3.19). La diferencia entre estos estimadores de ¢
yace en la distribucién limite de sus componentes. En pocas palabras, B;» converge a una distribucion
de Poisson mientras que B}:‘; satisface el Teorema de Limite Central. Estos resultados son importantes

para la inferencia efectuada sobre 6.
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3.3.2. Inferencia Estadistica

Los métodos estandar para estimar el indice extremo se basan en la eleccién de un nivel extremo
u,. Para particiones apropiadas de la sucesion estacionaria este nivel determina el tamano del cluster
block cluster size. Por definicién del nivel extremo el nimero de excedencias dentro de cada cluster
es aproximadamente constante cuando n crece. Mds aun por las propiedades de la distribucion de
Poisson la varianza del tamano del cluster converge a una constante diferente de cero. Por lo tanto,
estimadores basados en estos niveles no tienen éxito en proveer estimadores mas precisos del indice
extremo cuando n es grande. Esto, junto con la presencia de dependencia en {X,} hace dificil

encontrar la distribucién de los estimadores para 6 cominmente usados.

Por otro lado, la extension de estos estimadores a niveles moderadamente altos no es trivial.
Hsing [19] muestra que la distribucién de los clusters de excedencias definidas para niveles extremos
converge a una distribucién geométrica. Si bajamos el nivel para conseguir consistencia, el niimero
de excedencias dentro del cluster se incrementa con n y ya no converge a una funcion de distribucion.
Para resolver este problema se incluy6 un nivel mas bajo definido por una sucesion, digamos s,, que
convergia a infinito. Incrementando el tamano de los clusters determinado por el nivel méas bajo son
estandarizados por y, para obtener una v.a. Se propuso una variante del estimador por el método de

bloques para 6 que es asintéticamente normal.

La caracterizacion de 6 en [31] como el limite de un cociente determinado por dos niveles hace
posible determinar inferencia estadistica sobre el parametro. Bajo D(u,) o alternativamente D(a,,)
y para n suficientemente alto, numerador y denominador de 0, y éfl son bien aproximados por una

distribucién binomial. Estos estimadores solo difieren en su conducta limite.

De acuerdo a la seccion anterior sabemos que Z;!" y Z™ son asintéticamente Poisson de parametros
07 y 0°7, respectivamente. Se puede probar que la distribucion condicional de Z’» dado Z!" es

asintéticamente Binomial(p,, Z,'*), donde

1— Fl,...,rn (Un)
1 - Fl,.l.,rn (un)

Pn =

Para encontrar los primeros momentos no condicionales de 6 calcularemos el valor esperado y

47



48 Teoria de Valores Extremos

varianza condicionales. Esto es inmediato de la distribucion condicional de Z;» dado Z!". Entonces

A Zvn
E[f] = E [E {Z—u | Z;‘;H (3.44)
_ ! E [z | Zt]
Zun Tn Tn

1 Un, 1— Fl,...,rn (Un)
Zun " 1— Fl,...,rn (un)

Tn

Analogamente, se calcula

V6] = VIE[Z | Zw)] + B[V[Z | Zi])

1 1-— Fl r (Un)
—E |y Zn Lo
{Z;«TQ "l Fi (un)}

_ 1— Fl,...,rn (Un> 1— 1— Fl,...,rn (Un) E 1
1—Fi. . (up) 1—F . (uy) Ztn '

Utilizando expansiéon de Taylor de E[1/Z}'»] alrededor de E[Z;"*] obtenemos que

~ 1—-4
v [9} =71 0(). (3.45)
T
Esto es, la varianza converge a una constante diferente de cero para 7 constante. Aunque 0 es
asintoticamente insesgado, éste estimador no es consistente. La definicion de 6* como el cociente del
numero de excedencias de niveles moderadamente altos fue motivado por la falta de consistencia de
6. Notese que los calculos para obtener los dos primeros momentos de este estimador, son anilogos

a los presentados previamente. Por tanto podemos decir que

A 1— Fl T (U*)
]E 0* — * — ) n n 8
l=r=1"pm )
’ Vizin]
R 1 i
0% = »*(1 — p* _ In )
V0= =20 (7 E1ze )

Por definicién del nivel ,, tenemos

Por lo tanto,

En la practica para evitar incertidumbre sobre Zf: el nivel 4, se supone un estadistico de orden

intermedio 4, = M., 1., con ¢, — 00y ¢, = o(k,). La distribucién binomial de Z;, | Z;, es bien

n |

aproximada por una distribucién normal N (p%c,, pi(1 — pk)c,).
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Por lo tanto para n suficientemente grande

- X N (9, b1 - 9)) (3.46)
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Capitulo 4

Aportaciones

Este capitulo contiene estudios relacionados con los temas antes expuestos. Primero mostraremos
la eficiencia del estimador del indice extremo por el método de Olmo [32] via simulaciones. Poste-
riormente, usaremos dicho estimador para estudiar el tamano medio de los clusters en diversas series
de tiempo financieras. Ademas, trataremos de establecer el hecho de que los modelos GARCH(1,1)
subestiman el tamano real de los clusters. Consideramos que los miltiples resultados establecidos en
el Capitulo 2 acerca de la estacionariedad ergédica de un proceso GARCH(1,1), nos permiten esta-
blecer una correcta inferencia estadistica, indirectamente si se quiere, acerca del fen6meno de estudio
en este trabajo: la volatilidad conglomerada. Finalmente, producto de los estudios de simulacién
contamos con una poblacién de tamano apropiado de los estimadores del indice extremo para las

series consideradas y nos resulté interesante estudiar la distribucién de estas poblaciones.

4.1. Estudio del Comportamiento del Estimador de Olmo

4.1.1. Para determinar competitividad con otros estimadores

En la Seccion 3.3.1, hicimos un repaso de los diferentes estimadores utilizados para calcular el
indice extremo. Dependiendo de la caracterizacion utilizada para determinar el estimador, en aquella
seccion incluimos: Método Logs, método por Bloques y el método de corridas. El objetivo de esta parte
de la tesis es presentar un comparativo grafico de la eficiencia del estimador del indice extremo por
el método de Olmo, o de los niveles moderadamente altos contra los métodos clasicos de estimacion
de este parametro.

Para esto, utilizamos el proceso definido en el Ejemplo 3.1, el Proceso de Chernick de parametro
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r. Simulamos 2500 series correspondientes a esta clase de procesos, cada una con longitud de 8000
observaciones, decidimos hacer » = 4 y el nimero de bloques utilizados fue de 40. Esto altimo pudo
establecer a través de previos estudios de simulaciéon, en donde variando el niimero de bloques fuimos
capacez de observar que en el rango de {25,...,50} para el parametro de bloques, la convergencia de
cada uno de los estimadores resultaba adecuada. Las graficas presentadas en la Figura 4.1 estudiaran
el comportamiento de los estimadores previamente citados tinicamente en funciéon de los umbrales
utilizados en el calculo del indice extremo. Los mismos estudios de simulacién realizados nos sugieren
utilizar porcentajes del tamafno de las observaciones como umbrales apropiados. Por ejemplo, si
decimos que estamos usando umbrales del 1%, esto significa que el nimero total de excedencias a

utilizar es el 1% del tamano de la poblacion en estudio.

4.1.2. Para determinar niimero de bloques y umbrales

En el capitulo anterior mostramos las propiedades estadisticas del llamado estimador por niveles
moderadamente altos. Antes de presentar el algoritmo que nos permite calcular tal estimador, recor-
daremos algunos conceptos ya mencionados y que son fundamentales para establecer el estimador.

Los resultados establecidos en el capitulo anterior dependen fuertemente de la Condicion de Lead-
better. Para establecer tal condiciéon bastaba encontrar k, y 7, tal que los k, bloques de tamano
r, sean ‘asintoticamente independientes’. El establecer estos valores es un problema abierto, princi-
palmente por la dificultad en establecer la distribucién conjunta del proceso bajo consideraciéon. Por
otro lado, el estimador de Olmo, requiere el conocimiento de un nivel u,, a partir del cual se define
un proceso puntual de excedencias. Debemos ligar estos tres niimeros de alguna forma.

Consideremos un conjunto {X;};>¢ de datos de tamafio N. Trabajemos con los datos ordenados
de menor a mayor, i.e. {X }i>0, éstos son los estadisticos de orden. Como primer pardmetro de
la funcién estimadora tendremos al ntimero de excedencias a contar, digamos E. A partir de esto
definimos u,, = X(ny_pg). El segundo parametro serd el nimero de bloques a considerar, digamos
B. Esto hace que tanto el niimero total de bloques k, = B como el tamano r, = [N/B] queden
determinados.

Consideremos la parte operativa del estimador. Necesitamos contar las excendencias que se tienen
del nivel u,,, llamemos a esta cantidad 7). Posteriormente, construir el conjunto de méximos ‘locales’

definido anteriormente:

MP =méx {Xp: (j—1)[N/B]+1<k<jIN/B]} j=1,...,B,
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4.1 Estudio del Comportamiento del Estimador de Olmo 53

Comparativo Método de Olmo vs Métodos Clasicos

= = steta

—k—OLMO
—6—BLOQUES

‘.
d
)
d
)
)
D
d

b A
~NE——0—0—-O0-O_A

a—0—0 OO A A A A A AN A AANANA

08 A'-.'.'."Vvvvvvvvvvvv
B ‘b‘

o VY Vo T S -:-:-:-3-3-:-5-2 A A 7\,
06 V Vo v o—0—0—06—¢ 0—0—-6—0 A
05 SR A o o SR T T oo
04 V Vg i |
03 | | | | | V_ V¥ —

5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.1: De arriba hacia abajo: Considerando el 1 %, los métodos de Olmo y Logs presentan convergencia adecuada
al valor real del indice extremo, 0.75. Estudiando excedencias al 2%, el método Logs presenta sobre estimacion del
pardmetro buscado, el comportamiento de convergencia del método de Olmo supera al de los métodos de Corridas y
Bloques. Finalmente, al 3%, nuevamente el método Logs sobre estima el indice extremo teérico, el método de Olmo

presenta convergencia adecuada y mejora las trayectorias de los métodos Corridas y Bloques.
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del cual contamos todos los M JB’S que exceden el nivel u,,, digamos 75. Enseguida se define el siguiente
nivel moderadamente alto de acuerdo a la definicion dada en el capitulo anterior. Sea v, = X(n_n,)

tal nimero. Contamos el niimero de méximos locales que exceden este nivel, digamos T3. Finalmente,

Iy

el valor del estimador del indice extremo con F excedencias y B bloques esta dado por i

Podemos resumir lo anterior en los siguientes puntos
B.1 Se introducen los parametros excedencias E y bloques B.
B.2 Calculamos los estadisticos de orden X,.
B.3 Definimos el nivel u,, u, = X(ny_p).
B.4 Calculamos el total de excedencias del proceso X sobre el nivel w,,, digamos T}.
B.5 Definimos el proceso de maximos locales del proceso M,,.
B.6 Calculamos el total de excedencias del proceso M,, sobre el nivel u,,, digamos 7T5.
B.7 Definimos el nivel v,, v, = X(n_m,).
B.8 Calculamos el total de excedencias del proceso M,, sobre el nivel v,, digamos T5.
B.9 Finalmente § = %

Una lectura rapida a la Seccion 3.3.1 nos dejara claro que el algoritmo anterior garantiza los resultados
estadisticos expuestos también en aquella secciéon. La rutina computacional para calcular el indice
extremo de un proceso estacionario fue implementado en el lenguaje MATLAB.

Consideremos el proceso definido en el Ejemplo 3.1. Recordemos que se estableci6é que el indice
extremo de tal proceso esta dado por 6 = (r — 1)/(r), donde r € N. La Figuras (4.2) (4.3) y (4.4)
muestran el desempefnio del estimador de Olmo en funcion de r, N, E y B, pardmetro del proceso,
niimero de datos simulados, nimero de excedencias y ntimero de bloques, respectivamente.

Simulamos un proceso de Chernick [7] con r = 4. Teéricamente el indice extremo de este proceso
es igual a 3/4 = 0.75. La Figura 4.2 muestra el comportamiento del estimador del indice extremo
para este proceso con N = 1900, B = 35. Si consideramos un proceso similar pero con N = 3000,
B = 50, la Figura 4.3 muestra el comportamiento del estimador de su indice extremo. Finalmente,
la Figura 4.4 despliega el comportamiento del mismo objeto para el mismo proceso con N = 8000 y

B =100.
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Proceso de Chernick; N =1900; r =4; B =35
LV T T

Figura 4.2: La trayectoria del estimador de indice extremo con umbral de 1% converge apropiada y rapidamente
al valor tedrico del indice extremo de este proceso, la linea punteada representa dicho valor teérico. Observemos que
para los valores de umbrales del 2%, 3% y 10 %, la convergencia de las trayectorias a los respectivos indices extremos
no es aparente, aunque debemos considerar que la escala de la figura sugiere un buen comportamiento del estimador

del indice extremo en estos casos.

Proceso de Chernick; N = 3000; r=4; B =50
5 \ \ \ I
- - = teta
—f— U = 1%
—o—un:2%
un:3%

—p— u_ =10%

0.9—

Figura 4.3: Esta figura estudia el comportamiento de un proceso de Chernick de parametro r = 4, y con N = 3000.
Otra modificacion respecto a la figura anterior es el nimero de bloques utilizados, 50 en este caso. Nuevamente, para
umbral de 1% se presenta una adecuada convergencia. Respetando la escala en la que las trayectorias son presentadas,

el comportamiento para el resto de umbrales presentados, resulta moderadamente adecuado.
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Proceso de Chernick; N =8000; r =4; B =100
= \ \ \ \

Figura 4.4: En esta tltima gréfica que estudia el comportamiento del estimador del indice extremo por el método
de umbrales moderadamente altos, presentamos las trayectorias de tal estimador para un proceso de Chernick de
parametros r = 4; se usan N = 8000 y B = 100, como parametros del método de estimacion del indice extremo.
La convergencia de estas trayectorias es poco satisfactoria, para cualquiera de los umbrales considerados, lo cual nos

revela que trabajar con 100 bloques posiblemente no es una buena eleccién de este pardmetro.
4.2. Clustering en GARCH

Calculamos el indice extremo a una serie de datos reales. Por otro lado, ajustamos un GARCH(1,1),
obtenemos «; y 1, y simulamos /N series y a cada una de éstas les calculamos el indice extremo.

Presentamos el promedio de estas estimaciones. Utilizaremos los siguientes conjuntos de datos:

o DEMGBP: contiene observaciones diarias del Deutschmark/British Pound Foreign Exchange
Rate. El periodo de muestra es de Enero 2 de 1984 a Diciembre 31 de 1991, para un total de
1975 observaciones. Realizamos 1000 simulaciones. De acuerdo a la Figura 4.5, en el limite, el
indice extremo calculado sobre los modelos GARCH es mayor que los homologos en la serie real.

Esto implicaria una subestimacién del tamano medio de los conglomerados en esta serie.

o JPYUSD: contiene observaciones diarias del Japan Yen/United States Dollar Foreign Exchange
Rate. El periodo de muestra es de Febrero 1 de 1977 a Mayo 1 de 2006, para un total de 7344
observaciones. Realizamos 1000 simulaciones. De acuerdo a la Figura 4.6, en el limite, el indice
extremo calculado sobre el modelo GARCH(1,1) es mayor que los homdlogos en la serie real.
Esto implicaria una subestimacion del tamano medio de los conglomerados en esta serie. Esta

serie fue estudiada por Mikosch y Starica [28], en aquel estudio obtiene un resultado contrario
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4.3 Distribucion del Indice Extremo 57

al nuestro. Sin embargo, tal conducta puede obedecer a la escala de medicion tomada, los
autores mencionados consideraron una escala de tiempo mas pequena a mediciones diarias. En

un contexto en donde nos interese estudiar la serie diaria, nuestro resultados parecen sensatos.

Comportamiento de Indice Extremo en GARCH y LOG—-RETURNS; 2500 simulaciones

S
*4__1__._**_..*‘_.__._ ‘ ! ! ‘ L-RET

0.9 = —afe— GARCH| _|

0.8— —

oL | | | ‘ VAN N J

L-RET

—afe— GARCH| |

L-RET

0.9 ——fe=— GARCH| |

e
T e S e e e L S e ) G G Sy e S G Gy L S
T w Lo o)

*

— AR

Figura 4.5: De arriba a abajo: umbrales de 1%, 5% y 50 %. La trayectoria marcada con estrellas responde al
comportamiento del indice extremo de los GARCH(1,1) ajustados a la serie DEMGBP. La linea sin marcar refiere
al comportamiento del indice extremo calculado sobre la serie original. En todos los puntos en los que se calcula el
estimador, los estimados sobre el GARCH son mayores que los estimado sobre la serie original. De acuerdo al estudio de
la seccion anterior, utilizar un ntamero de bloques en el conjunto {25, ...,50} presentara una convergencia adecuada.

Aqui usamos 40 bloques para calcular los estimados.

4.3. Distribucion del Indice Extremo

Para finalizar este capitulo, mostramos una serie de graficas obtenidas a partir de las simulaciones
de la seccion anterior. Estas graficas son los histogramas de los estimadores del indice extremo para
diversos tamanos de bloques.

La Figura 4.8 presenta un estimador de la densidad del indice extremo. Basicamente, tomamos las
2500 simulaciones presentadas en la seccion previa y fijamos un tamano de bloque especifico, digamos
k, = 55 y graficamos el histograma de esa poblacién de estimadores. De acuerdo a los coeficientes
de kurtosis y sesgo obtenidos, ain para el nivel méas bajo, el 1%, tenemos una densidad de colas tan

livianas como la cola de la normal estandar y practicamente simétrica. De acuerdo a estas graficas,
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Comportamiento de indice Extremo en GARCH y LOG—-RETURNS; 1000 Simulaciones
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Figura 4.6: De arriba a abajo: umbrales de 5%, 15% y 50 %. De nueva cuenta, es evidente que los estimados del
indice extremo calculados sobre los correspondientes GARCH(1,1) ajustados a la serie JPYUSD son mayores a los
calculado sobre la serie original. De acuerdo al estudio de la seccién anterior, utilizar un ntmero de bloques en el

conjunto {25, ...,50} presentara una convergencia adecuada. Aqui usamos 40 bloques para calcular los estimados.

Comportamiento del indice Extremo en GARCH y LOG—-RETURNS; Serie JPYUSD
T

Figura 4.7: La figura reporta el comportamiento del estimador del indice extremo por el método de Olmo, con k,, = 60,
niveles del 1% (®), 2% (%), 3% (x) y 10% (o). La linea sin marcar presenta el mismo estudio pero calculando el indice
de la serie original. De arriba a abajo: 500 simulaciones, 1000 simulaciones y 2500 simulaciones por punto. Al igual
que en la serie anterior, es claro que atn al nivel 10 %, el estimador del indice extremo sobre los modelos GARCH(1,1)

ajustados, es mayor que el correspondiente estimador en la serie original.
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la funcion de densidad del estimador del indice extremo por el método de niveles moderadamente

altos, es de colas ligeras, simétrica alrededor del punto 0.6451.

k =45
n
800 ‘

Figura 4.8: k, = 25: kurtosis = 3.0179, sesgo = -0.3281. k,, = 35: kurtosis = 2.9354, sesgo = -0.2251. k,, = 45:
kurtosis = 3.0387, sesgo. k,, = 55: kurtosis = 2.9590, sesgo = -0.0634
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